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古 希腊 哲学 家 普罗 克 洛 斯 曾经 说 过 : 


“这 就 是 数学 : 她 使 你 感悟 到 灵魂 是 无 形 的 ; 她 把 生命 赋予 数学 发 
现 ， 她 唤醒 心灵 ， 启 迪 智 慧 ; 她 照 亮 我 们 心中 的 想法 ， 她 消除 我 们 
与 生 俱 来 的 轧 昧 和 无 知 .……. 


我 之 所 以 爱 上 数学 却 古 因为 她 非常 有 趣 。 


数学 问题 或 者 说 镶 力 谜 题 对 于 真正 的 数学 〈 比 如 解决 现实 生活 中 的 难 
题 ) 而 言 古 非常 重要 的 ， 这 就 像 蜗 言 、 童 话 以 及 趣 赂 轶 事 对 于 青少年 了 
解 现实 生活 非常 重要 一 样 。 数 学 问题 是 “被 浪人 化 过 ”的 数学 ， 已 经 有 人 给 
出 了 它 的 完 闫 解 窒 。 为 外 ， 这 种 问题 本 里 已 经 去 挥 了 那些 无 关 紧 要 的 内 
容 ， 它 以 一 种 有 趣 的 、〈 有 表 ) 激 肥 思考 的 方式 呈现 在 人 们 眼前 。 倘 知 


把 和 学习 数学 比 作 勤 探 两 金 ， 那 么 解答 一 个 好 的 数学 问题 束 像 是 在 金太 其 
碍 时 完成 了 一 个 “ 换 迷 藏 " 的 过 程 : 你 需要 寻找 一 个 天 然 金 其 ， 而 你 已 经 
了 解 它 的 形状 并 且 确 定 它 一 定 融 在 示 个 地 方 ， 你 还 知道 起 要 找到 它 并 不 
是 特别 困难 ， 以 你 的 能 力 完 全 可 以 把 它 挖 据 出 来 。 此 外 ， 为 了 完成 这 项 
任务 ， 你 已 经 得 到 了 合适 的 便利 工具 〈 即 信息 〉 来 进行 勘探 工作 。 这 个 
金 块 或 许 束 隐 叫 在 一 个 很 难 袖 人 友 现 的 地 方 ， 而 你 所 圾 要 有 的 是 正确 的 思 
路 和 和 拷 巧 ， 并 不 只 是 一 味 地 进行 挖 抉 。 


在 本 书 中 ， 我 将 选取 数学 不 同 难度 、 不 同 分 支 中 的 一 些 问题 来 进行 求 

解 。 标 记 了 星 号 〈(*) 的 问题 难度 将 更 高 一 些 ， 原 因 在 于 ， 这 些 问 题 要 

么 涉及 更 高 深 的 数学 知识 ， 要 么 需要 更 富 技巧 性 的 思路 才能 解答 。 标 记 
了 双星 号 (#*#*) 的 问题 与 标记 星 号 (#) 的 问题 类 似 ， 但 难度 更 高 。 有 些 
问题 的 最 后 会 附加 一 些 习 题 ， 这 些 习 题 可 以 采用 类 似 的 方法 来 求解 ， 或 
是 涉及 一 些 类 似 的 数学 知识 。 在 解答 这 些 问题 的 过 程 中 ， 我 会 尽 可 能 地 
把 用 到 的 一 些 技巧 展现 出 来 。 经 验 和 知识 是 其 中 两 个 最 重要 的 工具 ， 但 
把 它们 写 进 书 里 却 并 非 易 事 : 只 有 经 过 长 时 间 的 积累 才能 获得 它们 。 然 
而 有 些 简 单 的 技巧 只 需要 花 宅 较 少 的 时 间 束 可 以 学 人 会。 此外， 一 些 分 析 
问题 的 方法 能 够 使 我 们 更 加 容易 地 找到 解决 问题 的 突破 口 。 菜 些 系 统 性 
的 方法 能 够 把 一 个 问题 相继 转化 成 几 个 较为 简单 的 子 问题 。 但 另 一 方 

面 ， 给 出 问题 的 答案 并 不 代表 一 切 。 我 们 再 回 到 金 矿 勘查 这 个 比喻 上 ， 

同 预 先进 行 一 次 仔细 的 调查 、 了 解 地 方 的 地 质 情 况 ， 进 而 在 较 小 范围 内 
开展 挖掘 工作 相 比 ， 用 推土机 在 邻近 区 域内 进行 大 范围 的 露天 开采 就 显 
得 非常 笨拙 。 解 答应 该 是 简洁 、 可 理解 的 ， 并 且 最 好 足够 优美 。 它 还 应 
当 使 人 们 在 探索 过 程 中 感受 到 其 中 的 趣味 性 。 当 我 们 使 用 教科 书 中 的 解 
析 几 何方 法 把 一 个 优美 的 、 人 简短 的 几何 小 问题 等 价 地 转化 成 一 头 张 牙 舞 
爪 的 怪物 时 ， 束 无 法 体会 到 用 两 行 回 量 求解 所 禹 来 的 那 种 胜利 的 喜悦 。 


下 面 给 出 网 几 里 得 几何 中 的 一 个 基本 结论 ， 我 们 把 它 作 为 一 个 典型 例 


题 : 
证 明 一 个 三 角形 的 三 条 垂 生 平分 线 是 共 点 的 。 


可 以 利用 解析 几何 的 知识 找到 证 明 这 人 句 话 的 突破 口 。 目 己 符 试 化 几 分 钟 
C 几 个 小 时 ? ) 的 时 间 来 求证 ， 之 后 再 看 看 下 面 这 个 解答 。 


YY~、 


证 明 把 这 个 三 角形 记 作 A4BC。 现 在 设 线段 4B 和 AGC 的 垂直 平分 线 
相交 于 点 已 。 因 为 点 已 在 .4B 的 垂直 平分 线 上 ， 所 以 4 = 1?B。 又 因 
为 点 忆 在 4c 的 垂直 平分 线 上 ， 所 以 14P|= |POC|I。 把 上 述 两 个 等 式 结合 
起 来 ， 可 得 |8f|= IECl。 这 意味 着 点 PP 一 定 在 线段 BC 的 垂直 平分 线 
上 。 因 此 ， 这 三 条 垂直 平分 线 是 共 点 的 。“【 顺 便 指 出 ， 点 已 还 是 

入 ABC 外 接 圆 的 圆心 。) 口 


下 和 面 这 个 倍 图 说 明了 当 扣 忆 在 线段 4AB 的 垂直 平分 线 上 时 ， 为 什么 
4P| = IPB 成 立 ， 可 以 利用 全 等 三 角形 来 说 清楚 这 件 事 。 


下 


4A B 


把 一 些 显 而 易 见 的 事实 结合 在 一 起 ， 从 而 得 到 一 个 不 太 明 显 的 事实 ， 这 
种 求解 思路 正 是 数学 魅力 的 一 部 分 。 我 希望 你 们 也 能 体会 到 这 种 魅力 ， 


致谢 


感谢 Peter O'Halloran、Vern Treilibs 和 Lenny Ng 所 提供 的 题目 和 建议 。 


特别 感谢 Basil Rennie 对 本 书 的 修正 以 及 给 出 具有 独创 性 的 、 人 简便 的 求 
解 方法 。 最 后 感谢 家 人 对 我 的 文 持 、 茎 励 ， 对 本 书 拼写 错误 的 纠正 ， 以 
及 在 进 虚 洛 后 于 预期 计划 时 对 我 的 督促 。 


本 书 中 几乎 所 有 的 题目 都 来 目 己 经 出 版 的 数学 范 豆 习题 集 。 对 于 这 些 题 
目 ， 我 在 书 中 标明 了 它们 的 出 处 ， 其 完整 的 信息 将 和 在 参考 文献 中 给 出 。 
间 时 ， 我 还 采用 了 部 分 来 目 朋 到 以 及 各 种 数学 刊物 的 题目 ， 这 部 分 题目 
的 出 处 没有 列 出 。 


第 2 版 末 言 


这 本 书 是 我 15 年 对 今天 的 我 来 说 就 是 半辈子 。 在 这 期 间 ， 我 远离 家 
乡 ， 来 到 一 个 陌生 的 城市 攻读 研究 生 学 位 、 教 书 、 撰 写 学 术 论文 、 辅 时 
研究 生 ， 并 且 取 妻 生子 。 现 在 我 对 生活 和 数学 的 看 法 显然 与 我 15 岁 时 
是 不 一 样 的 。 我 已 经 很 长 一 段 时 间 没有 参与 过 解 题 竟 赛 了 。 如 果 让 我 现 
在 生 二 本 关于 解 加 于 的 节 ， 球 么 忆 的 内 容 与 你 此 刻 正在 读 的 这 本 将 有 
很 大 不 同 。 


数学 是 一 门 涉及 面 较 广 的 学 科 。 伴 随 着 时 间 的 推移 和 经 验 的 不 断 积累 ， 
我 们 对 数学 的 理解 和 感 司 会 逐渐 发 生 改 变 。 当 我 还 是 一 名 小 学 生 时 ， 通 
过 反复 使 用 一 些 简 单 的 法 则 就 可 以 得 到 一 个 非凡 的 结果 。 数 学 的 这 种 令 
人 震惊 的 能 力 以 及 形式 运算 的 抽象 美 ， 让 我 对 其 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 在 
我 读 高 中 的 时 候 ， 通 过 参与 数学 竞赛 ， 我 把 数学 当 作 一 种 消 道 ， 解 答 那 
些 设计 巧妙 的 数学 谜 题 〔 比 如 本 书 中 的 题目 ) 以 及 寻找 解决 问题 的 < 寄 
门 " 是 一 个 令 人 享受 的 过 程 。 进 入 大 学 以 后 ， 我 首次 接触 到 现代 数学 的 
核心 内 容 ----- 丰 富 、 深 刻 而 又 令 人 神往 的 数学 理论 和 体系 ， 敬 芋 感 油 然 
而 生 。 作 为 一 名 研究 生 ， 我 为 拥有 自己 的 研究 课题 而 感到 骄 做 。 对 前 人 
未 曾 解 决 的 开放 性 问题 提供 独创 性 的 论证 使 我 得 到 了 无 与 伦比 的 满足 

感 。 当 我 成 为 一 名 专业 的 研究 型 数学 家 之 后 ， 我 开始 考察 隐藏 在 现代 数 
学 理论 和 问题 背后 的 直观 力 和 推动 力 。 我 惊喜 地 发 现 ， 即 便 那 些 非常 复 
杂 的 、 深 奥 的 结果 ， 也 常常 可 以 利用 一 些 相当 简单 ， 甚 至 是 常识 性 的 原 
理 推导 出 来 。 当 你 领悟 到 其 中 的 一 个 原理 ， 并 突然 看 到 该 原理 是 如 何 阐 
胃 一 个 庞大 的 数学 体系 时 ， 你 会 忍 不 住 惊喜 地 喊 出 < 啊 哈 "。 这 的 确 是 一 
种 不 寻常 的 体验 。 在 数学 中 仍然 有 很 多 领域 等 待 我 们 去 探索 。 直 到 最 


近 ， 我 了 解 了 足够 多 的 数学 领域 之 后 ， 才 开始 明白 整个 现代 数学 学 科 的 
努力 方向 ， 以 及 数学 是 如 何 与 科学 和 其 他 学 科 联 系 在 一 起 的 。 


这 本 书 是 在 我 成 为 一 名 专业 数学 学 者 之 前 写 的 ， 我 当时 并 没有 现在 这 样 
时 见解 和 经 验 ， 因 此 书 中 的 很 多 并 述 有 些 无 知 ， 其 至 幼稚 。 我 并 不 想 对 
这 些 地 方 做 过 多 的 修改 ， 因 为 当时 年 轻 的 我 比 现在 的 我 更 能 融入 珊 中 生 
的 解 题 世 界 。 但 是 ， 我 在 结构 方面 做 出 了 一 些 调整 : 用 LaTeX 对 本 书 
重新 排版 ;按照 我 个 人 觉得 更 具 馆 和 辑 性 的 顺序 对 叉 材 进行 重新 组 织 ; 修 
订 了 书 中 那些 用 词 不 准确 、 语 句 不 恰当 、 容 易 引 起 混 请 的 部 分 和 结构 松 
散 的 部 分 。 另 外 ， 我 还 在 书 中 添加 了 部 分 习题 。 书 中 有 一 部 分 内 容 有 些 
陈旧 (例如 ， 费 马 大 定理 现在 已 经 有 了 严 译 的 证 明 〉; 而 我 现在 也 意识 
到 ， 采 用 更 “先进 ”的 数学 工具 可 以 更 快速 、 更 简洁 地 解决 其 中 一 些 问 
题 。 然 而 ， 本 书 的 关键 不 在 于 展示 最 简洁 的 解 题 方法 ， 也 不 在 于 提供 最 
新 的 结论 综述 。 本 书 是 为 了 说 明 ， 当 人 们 第 一 次 接触 数学 问题 时 应 访 怎 
样 处 理 ， 如 何 努 力 地 去 尝试 一 些 正确 的 思路 并 排除 挥 其 他 林 念 ， 以 及 如 
何 稳 受 地 处 理 问 题 从 而 最 终 得 到 洒 音 的 丛 肥 。 

我 非常 感谢 Tony Gardiner 对 本 书 册 厂 所 给 予 的 或 励 和 文 择 ， 同 时 感谢 
这 些 年 来 父母 对 我 的 全 力 文 择 。 我 所 有 的 朋友 和 多 年 来 我 过 到 的 本 书 第 
1 版 的 读者 都 深 深 地 感动 看 我 。 最 后 ， 同 样 也 是 非常 香 要 的 ， 我 要 特别 
感谢 我 的 父母 以 及 Flinders 医疗 中 心 的 计算 机 技术 支持 部 门 ， 感 谢 你 们 
从 我 陈旧 的 乎 果 电 脑 中 找 回 15 年 前 的 本 书 电 子 版 原稿 ! 


陶 次 轩 
关 国 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 数 学 系 


2005 年 12 月 


第 1 和 章 解 题 的 案 略 


TT Es 


一 一 老 于 


个 过 你 认 不 认同 这 名 格言 ， 求 解 一 个 题目 总 是 从 丰胸 辑 性 的 和 傈 单 步 允 
开始 《然后 继续 这 梓 进 行 下 去 ， 下 到 节 后 得 出 和 丛 守 ) 。 但 是 ， 只 要 我 们 
有 敏锐 的 目光 ， 并 沿 看 清晰 的 方 同 坚 定 不 移 地 大 踏步 前 进 ， 那 么 我 们 完 
成 二 里 之 行 根 本 就 不 需要 走 上 白 万 步 。 抽 象 的 数学 并 不 存在 实体 的 限 

制 ; 人 们 总 十 可 以 重新 问 到 问题 的 开始 ， 符 试 寻找 新 的 突破 口 ， 抑 或 随 
时 返回 上 一 步 。 但 在 解决 其 他 类 型 的 问题 时 ， 我 们 或 许 束 不 能 这 样 随 

意 地 操作 了 《例如 ， 当 你 迷路 时 试图 找到 回 家 的 路 ) 。 


当然 ， 这 并 不 代表 我 们 一 定 能 够 容易 地 求解 出 问题 的 答案 。 如 果 问 题 都 
变 得 容易 解决 ， 那 么 本 书 的 内 容 将 会 减少 很 多 。 但 让 解 题 变 得 容易 起 来 
也 是 有 可 能 的 。 


存在 一 些 正 确 解 题 的 一 般 性 策略 和 角度 。 波 利 亚 的 经 典 文献 〈 波 利 亚 ， 
1957) 介绍 了 很 多 这 方面 的 内 容 。 接 下 来 ， 我 们 将 讨论 其 中 的 一 些 策 
略 ， 并 简短 地 阐述 在 下 面 这 个 问题 中 ， 每 一 种 稼 略 是 如 何 应 用 的 。 


问题 1.1 一 个 三 角形 的 三 条 边 长 构成 公 牵 为 d 的 等 莽 数 列 。 充 三 
角形 的 面积 为 t。 求 该 三 角形 的 边 长 和 角度 。 


理解 问题 “这 是 什么 类 型 的 题目 ? 一 般 和 存在 三 种 主要 的 题目 类 型 。 


。 “证明 .……”? 或 者 “推算 .….2” 的 题目 。 这 关 题 目 要 求证 明 茶 个 特定 的 
命 种 为 真 ， 或 者 推算 出 条 个 特定 表达 式 的 值 。 

。“ 求 一 个 ..….... 的 值 ” 或 者 “ 求 所 有 ..….….…. 的 值 ”* 的 题目 。 这 类 题目 要 求 我 
们 求 出 满足 特定 条 件 的 一 个 《或 者 所 有 ) 值 。 


e “是 合 存 在 ..……….. "的 题目 。 这 区 题目 要 求 你 了 要么 证 明 一 个 命题 为 趴 ， 
要 么 给 出 一 个 反例 〈 于 是 这 类 题目 就 变 成 了 前 两 种 类 型 题目 中 的 一 
个 
这 


题目 的 类 型 古 非 第 重要 的 ， 因 为 它 决 定 了 解 题 的 根本 方法 。“ 证 

明 ..….? 或 者 “推算 ..….” 的 题目 要 从 给 定 的 信息 入 手 ， 目 标 是 推导 出 菏 
个 命题 为 真 或 者 求 出 未 个 表达 坏 的 值 。 一 般 来 说 ， 这 闫 题目 要 比 万 外 两 
关 题 目 更 容易 些 ， 原因 在 于 这 类 题目 有 一 个 明确 可 见 的 目标 ， 从 而 让 
我 们 能 够 有 意识 地 根据 这 个 目标 来 求解 。“ 求 一 个 .…... 的 值 ” 的 题目 则 更 
具有 有 仙 然 性 ， 我 们 通 第 必须 先 狂 出 一 个 可 能 正确 的 答 采 ， 然 后 对 它 进行 
适当 的 调整 ， 从 而 使 其 更 接近 正确 舍 采 ; 我 们 也 可 以 改变 目标 对 象 必 


须 满足 的 条 件 ， 从 而 使 改变 后 的 条 件 更 容易 满足 “是否 存在 .……” 的 题 
目 一 般 难 度 最 大 ， 因 为 必须 移 确定 这 样 的 对 象 是 侣 人 存在。 如 末 存 在 这 样 
的 对 象 ， 那 么 要 给 出 证 明 ; 否则 ， 丈 给 出 一 个 反例 。 


当然 ， 并 不 是 万 有 的 题目 都 可 以 徐 单 地 划分 到 这 三 种 闫 型 中 。 但 是 ， 当 
求解 一 个 题目 时 ， 一 般 的 题目 分 类 有 助 于 我 们 选择 合适 的 基本 解 题 策 

略 。 例 如 ， 如 末 试 图 解决 “在 这 个 城市 中 找 一 家 旅馆 过 夜 ”? 这 样 一 个 问 

时 ， 那么 应 当 把 要 求 改 为 “在 5 公里 范围 之 和 内， 找到 一 家 有 衬 朵 房间 的 旅 
馆 ， 并 且 住 一 晚 的 房 费 不 能 超过 100 美元 ”， 接 下 来 使 用 排除 法 去 找 满 
足 条 件 的 旅馆 承 行 了 。 这 种 策略 要 比 证 明 这 样 的 旅馆 存在 或 不 存在 好 得 
多 ; 同时 ， 这 种 稼 略 可 能 也 比 随便 找 一 家 厂 亿 ， 然 后 试图 证 明 可 以 在 

该 旅馆 中 过 人 夜 要 好 。 


在 问题 1.1 中 ， 我 们 过 到 的 是 一 个 “推算 ......” 类 型 的 题目 。 这 需要 在 给 
定 若 干 变 量 的 前 提 下 求 出 几 个 未 知 量 。 这 就 提示 我 们 应 当 使 用 代数 方法 
而 非 几 何方 法 来 求解 。 通 过 建立 关联 4d、t 以 及 三 角形 边 和 和 角 的 多 个 方 
程 ， 最 终 求 解 出 未 知 量 。 


读 懂 信息 题目 中 给 出 了 哪些 信息 ? 一 般 来 说 ， 在 一 个 题目 中 会 给 出 若 
干 个 满足 余 些 特 定 条 件 的 对 象 。 想 要 读 恒 这 些 信息 ， 需要 弄 清楚 这 些 
对 象 和 和 条件 之 间 是 如 何 相 互 作用 的 。 集 中 精力 选择 合适 的 技巧 和 符号 ， 
对 解 感 来 说 是 非 第 重要 有 的 一 件 事 。 例 如 在 问题 1.1 中 ， 能 够 获取 的 信息 
有 : 这 是 一 个 三 角形 ， 三 角形 的 面积 以 及 该 三 角形 的 三 条 边 长 构成 了 一 
个 公 牵 为 d 的 等 和 大 数列。 因为 已 知 的 是 一 个 三 角形 ， 而 要 考察 的 是 该 二 
角形 的 边 长 和 面积 ， 所 以 需要 使 用 与 边 长 、 和 角度 和 和 面积 相关 的 定理 来 处 
理 这 个 题目 : 比如 正弦 法 则 、 人 余弦 法 则 以 及 面积 公式 。 为 外 ， 由 于 题目 
涉及 等 着 数列 ， 于 和 古 我 们 将 使 用 一 些 符 号 来 说 明 该 数列 。 臂 如 ， 三 角形 
的 三 条 边 长 可 以 分 列表 示 成 a、a +d 和 a +2d，。 


明确 目标 ”我 们 想 要 达到 的 目标 是 什么 ? 这 个 目标 可 能 古 求 出 条 个 对 办 
的 值 ， 证 明 东 个 命题 为 上 芮 ， 确定 东 个 具有 特殊 性 质 的 对 象 是 售 存 在 ， 
等 等 。 束 像 在 “ 读 履 信息 ”这 个 东 略 中 所 到 的 那样 ， 明 确 目 标 有 助 于 我 们 
集中 精力 选取 出 最 好 的 解 题 工具 。 此 外 ， 明 确 目 标 对 于 确立 战术 目的 
同样 有 很 大 的 帮助 ， 这 能 使 我 们 更 加 接近 问题 的 答案。 这 个 例题 的 目标 
是 “ 求 出 该 三 角形 所 有 的 边 长 和 角度”。 正 如 前 文中 所 说 的 ， 这 意味 看 我 
们 需要 的 是 关于 边 长 和 角度 的 定理 及 结论 。 这 同时 也 明确 了 * 找 出 涉及 
三 角形 的 边 长 和 和 角度 的 等 式 ” 这 个 战术 目的 。 


选取 恰当 的 符号 ”有 了 信息 和 目标 ， 还 必须 采用 一 种 高 效 的 方法 ， 把 它 
们 尽 可 能 简单 地 展现 出 来 。 这 通常 会 涉及 前 文中 谈 到 的 两 种 策略 。 在 这 
个 样题 中 ， 我 们 已 经 考虑 到 了 建立 关于 d、t 以 及 三 角形 边 长 和 角度 的 
等 式 。 三 角形 的 边 长 和 角度 还 需要 使 用 变量 来 表示 : 可 以 把 边 长 分 别 取 
作 a、6 和 c， 同 时 把 角度 表示 为 a、5 和 7。 然 而 ， 利 用 题目 中 的 信息 
可 以 进一步 地 简化 这 些 符号 :由 于 三 角形 的 边 长 构成 一 个 等 差 数 列 ， 于 
是 我 们 可 以 使 用 a、a +d 和 a+2d 来 代替 a、&b 和 c。 但 是 使 用 形式 上 更 
加 对 称 的 符号 5 一 d、&5 和 5+d 来 表示 边 长 要 比 上 述 符号 更 好 。 这 种 表 
示 的 唯一 小 缺陷 是 6 必须 大 于 d。 但 经 过 进一步 的 思考 ， 我 们 发 现 这 算 
不 上 限制 。 实 际 上 ，b >d 只 不 过 是 一 个 额外 的 信息 。 还 可 以 把 三 个 角度 
分 别 取 作 a、5 和 180" 一 a 一 8， 进 而 对 符号 做 出 更 大 的 调整 ， 但 这 种 表 
示 并 不 美观 ， 并 且 在 形式 上 也 不 对 称 ， 所 以 保持 之 前 的 符号 可 能 是 更 好 
的 选择 ， 不 过 要 记 住 十 8+7Y = 180"。 


用 选取 好 的 符 喜 与 下 你 所 知道 的 信息 ; 绘制 一 张 图 表 ”把 所 有 的 信息 
都 写 在 纸 上 ， 有 如 下 三 方面 的 帮助 。 


(a) 你 之 后 可 以 方便 地 参阅 纸 上 的 内 容 。 

(b) 当 过 到 困难 时 ， 你 可 以 上 采 看 这 张 纸 进行 思 孝 。 

(0) 把 知 志 的 信息 写 下 来 能 够 油 友 你 新 的 灵感 和 联想 。 

要 注意 的 是 ， 你 没 必 要 与 过 多 的 信息 ， 不 需要 把 细 术 末节 都 与 在 纸 上 。 
一 个 折 中 的 办 法 是 : 重点 强调 那些 你 认为 最 有 用 的 内 容 ， 并 把 存在 更 多 
疑点 的 、 元 余 的 或 是 狗 狂 的 想法 记录 在 万 一 张 理 稿 纸 上 。 我 们 能 从 样题 
中 提取 出 下 面 这 些 等 式 和 不 等 式 。 


。 (自然 约束 ) a,B,y,t>0 和 b 宇 4d， 还 可 以 不 失 一 般 性 地 假设 4 宇 0 


| 


。 (三 角形 的 角度 之 和 ) & +8+Y= 180", 
。 (正弦 法 则 ) 由 一 /sina = bjsinB = (+ djsin7Y, 
。 (余弦 法 则 ) 六 = 也 一 四 二 也 二 四 一 2 一 四 也 二 四 cos5， 等 等 。 
。 《面积 公 去 ) 

t = (1/2)(6— djbsiny = {1/26 db+adsini=(l/2t +d)sina, 
@ (海伦 公式 ) 1- es s{s 一 看 十 d) 15 一 六 | 5 = 1), 其 中 


s 二 ((b 一 d)+b+ (5 二 由 ))/2 是 三 角形 的 半 周 长 。 
。 (三 角 不 等 式 ) b+d<b+ 他 一 耻 ， 


在 上 和 面 这 些 事实 中 ， 可 能 有 许多 结论 被 证 明 下 无 用 的 ， 或 者 会 导致 人 们 
的 注意 力 分 做 。 但 是 通过 利用 东 种 判 列 法 ， 可 以 把 有 价值 的 信息 从 那些 
无 用 的 内 容 中 分 离 出 来 。 由 于 目标 和 信息 都 是 以 等 式 的 形式 给 出 的 ， 等 
式 可 能 要 比 不 等 式 更 加 有 用 。 此 外 ， 海 伦 公 式 看 起 来 将 大 有 用 处 ， 原 
办 在 于 三 角形 的 半 周 长 被 简化 成 了 5 = 35/2。 由 于 “海伦 公式 ”是 可 能 
用 的 信息 ， 我 们 可 以 对 它 进 行 痢 重 强调 。 


当然 也 可 以 男 一 张 示意 图 。 这 通 音 对 求解 几何 问题 有 非 第 大 的 帮助 。 但 
在 这 个 样题 中 ， 示 意图 好 像 并 没有 提供 太 多 的 帮助 : 





bt+d 


对 问题 各 做 修改 ”存在 很 多 修改 问题 的 方法 ， 它 们 能 使 问题 变 得 更 容 吻 
hl 


(a) 考虑 该 问题 的 一 个 特殊 情形 ， 比 如 极端 情形 或 退化 的 情形 。 
(b) 求解 简化 了 的 问题 。 


(0) 建立 一 个 强 含 看 该 问题 的 猜想， 并 竹 试 完 证 明 这 个 猜想 。 


(d) 从 问题 中 推导 出 某 个 结论 ， 并 尝试 先 证 明 这 个 结论 。 


(e) 重新 表述 该 问题 〈 例 如， 证 明 其 赣 否 命题 ， 使 用 反 证 法 ， 或 痢 符 试 
采用 茶 种 蔡 换 说 法 )。 


(f) 考察 类 似 问题 的 解 容 。 
(g) 推广 该 问题 。 


当 你 不 知道 该 如 何 看 手 处 理 一 个 问题 时 ， 这 些 方法 将 会 很 有 玫 助 。 其 原 
因 和 在于， 解答 一 个 与 原 问 题 相 关 但 更 简单 的 题目 ， 有 时 会 市 给 我 们 求解 
原 问 题 的 过 感 。 类 似 地 ， 考 察 问 题 的 极 哨 情形 以 及 求解 市 有 附加 条 件 的 
问题 同样 可 以 为 解答 原 问 题 市 来 帮助 。 但 这 里 要 提醒 一 句 ， 特 殊 情 形 本 
吴 束 具有 特殊 性 ， 东 些 用 来 证 明 特 殊 情 形 的 巧妙 方法 在 证 明 一 般 情形 
时 可 能 坚 无 用 处 。 这 通 第 会 友 生 在 特殊 情形 过 于 特殊 的 状况 下 。 为 了 你 
证 尽 可 能 与 原 问题 的 本 质 接近 ， 你 应 该 从 适当 地 修改 假设 条 件 入 手 。 


在 问题 1.1 中 ， 可 以 试 着 考察 4 =0 这 种 特殊 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 需 
要 求 出 面积 为 上 的 等 边 三 角形 的 边 长 是 多 少 。 此 时 ， 用 标准 方法 来 计算 
可 以 得 到 b= 闪 ，/3，。 这 表明 了 一 般 情形 下 的 答案 也 应 当 包含 平方 根 
或 者 四 次 方 根 ， 但 这 并 没有 告诉 我 们 该 如 何 求解 原 问 题 。 考 察 类 似 的 问 
题 不 会 带 来 太 大 的 帮助 ， 但 却 使 我 们 进一步 确信 ， 解 决 这 个 问题 需要 一 
个 强 有 力 的 代数 工具 。 


对 问题 做 出 较 大 修改 ”在 这 种 更 上 其 挑战 的 案 略 中 ， 对 问题 做 出 的 修改 主 
要 有 : 删除 题目 中 给 出 的 条 件 ， 交 换 已 知 条 件 和 要 求 的 结论 ， 或 者 盏 

定 目 标 结论 (例如 ， 试 看 证 明示 个 命题 不 成 立 ， 而 非 成 立 ) 。 从 根本 上 
说 ， 我 们 试看 一 步 步 地 去 说 明 修 改 后 的 问题 是 不 成 立 的 ， 进 而 找到 问题 
的 突破 口 。 这 种 方法 明确 了 题目 给 出 的 关键 信息 ， 同 时 也 告诉 我 们 求解 
该 问题 的 主要 困难 是 什么 。 这 些 练习 同样 有 助 于 我 们 增产 判断 哪些 条 

星 可 行 以 及 哪些 策略 行人 不通 的 卫 委 。 


束 这 个 特定 的 样题 而 言 ， 可 以 把 三 角形 佑 换 成 上 四边形、 圆 形 等 ， 但 这 样 
做 并 没有 什么 帮助 : 问题 只 会 变 得 更 加 复杂 。 万 一 方面 ， 可 以 看 出 ， 解 
次 这 个 问题 真正 需要 的 不 是 三 角形 所 在 的 位 置 ， 而 是 该 三 角形 的 矿 吉 。 
那么 据 此 可 以 进一步 地 确定 ， 应 当 把 注意 力 集中 在 边 长 和 角度 ( 即 a、 
bp、c、a、 和 7Y) 上 ， 而 不 是 去 考虑 使 用 解析 几何 或 者 类 似 的 方法 。 


可 以 忽略 掉 一 些 目标 。 例 如 ， 不 必 计 算出 三 角形 所 有 的 边 长 和 角度 ， 而 
只 需要 求 出 三 条 边 长 束 可 以 了 。 接 下 来 会 发 现 ， 利 用 余弦 法 则 和 正弦 法 
则 完全 能 够 确定 三 角形 的 三 个 角度 。 因 此 只 需要 计算 出 三 角形 的 边 长 。 
叉 因 为 三 条 边 长 分 别 是 bd、 和 4 二 4， 所 以 只 要 能 够 求 出 5 的 值 ， 那 
么 这 个 问题 束 解 决 了 。 


也 可 以 忽略 像 公 基 4d 这 样 的 信息 ， 但 这 会 导致 出 现 多 个 可 能 的 解 ， 而 我 
们 却 疫 有 下 够 的 信息 来 解决 这 个 问题 。 关 似 地 ， 名 略 面积 上 同样 会 造成 
因 信 息 不 足 而 无 法 求解 的 状况 。《 有 时 可 以 忽略 部 分 信息 。 例 如 ， 只 规 
定 面积 大 于 或 小 于 未 个 国 值 如， 但 这 会 让 问题 变 得 更 加 复 洒 。 因 此 ， 快 
当 坚 持 先 符 试 简单 的 选择 。) 把 问题 反 过 来 《交换 已 知 条 件 和 了 要求 的 结 
论 ) 考虑 能 够 激发 一 些 有 趣 的 想法 。 假 设 你 有 一 个 三 角形 ， 它 的 三 条 边 
长 构成 一 个 公关 为 了 的 等 兰 数 列 ; 你 希望 缩小 《或 其 他 任何 处 理 ) 该 三 
角形 ， 从 而 使 其 面积 等 于 t 不 难 想象 这 个 过 程 是 在 你 持 三 角形 的 边 长 
始终 构成 公 产 为 也 的 等 差 数 列 的 同时 ， 三 角形 不 断 缩小 而 使 其 形状 肥 生 
改变 。 同 样 地 ， 也 可 以 考 察 具有 固定 面积 t 的 一 切 三 角形 ， 并 从 中 找 出 
一 个 ， 使 其 三 条 边 长 构成 消 足 条 件 的 等 大 数 列 。 这 些 想 法 终 完 会 友 挥 其 
作用 ， 而 我 会 采用 为 外 一 种 方法 来 解答 这 个 问题 。 请 不 要 和 不 记 ， 一 个 问 
题 可 能 有 许多 种 解法 ， 但 没有 哪 一 种 解法 可 以 倍 看 作 绝 对 最 好 的 。 


证 明 与 问题 相关 的 结论 题目 中 给 出 的 条 件 是 要 被 用 a 到 的 ， 所 以 应 当 重 
视 这 些 条 件 并 试 关 去 使 用 它们 ， 看 看 这 些 已 知 条 件 能 否 提供 更 多 有 价 人 
的 信息 。 为 外 ， 在 试图 证 明 主 要 结论 或 者 求解 答 采 的 过 程 中 ， 证 明 一 些 
小 结论 或 许 会 对 后 面 解 题 产 生 帮 助 。 不 管 这 是 多 么 小 的 一 个 结论 ， 都 不 





要 把 它 环 挥 一 一 可 能 稍 后 它 束 会 肥 挥 作用 。 此 外 ， 当 你 遇 到 困难 时 ， 和 写 
也 能 让 你 有 事 可 做 。 


在 “推算 .…..” 类 型 的 问题 中 ， 比 如 该 三 角形 问题 中 ， 这 种 策略 并 不 一 定 
奏效 ， 但 不 妨 试 一 试 。 例 如 ， 我 们 的 战术 目的 是 求 出 6 的 值 。 解 决 这 个 
问题 需要 用 到 参数 4 和 +。 换 句 话说 ,6 实际 上 是 一 个 函数 ;5 = jd。 
(如 果 说 把 这 个 符号 用 在 几何 问题 中 看 起 来 并 不 恰当 的 话 ， 那 么 原因 仅 
在 于 ， 在 几何 中 ， 对 象 之 间 的 函数 关系 通常 都 会 被 忽略 。 例 如 ， 海 伦 公 
式 给 出 了 一 个 用 三 角形 边 长 a、b 和 < 来 表示 三 角形 面积 4 的 显 式 表 

达 : 换言之 ， 它 给 出 的 是 一 个 函数 4(a,b,c)。) 现在 就 可 以 证 明 与 函数 
(dd 用 有 关 的 一 些小 结论 ， 比 如 MLd 蜂 = 区 一 d 必 〈《 这 是 因为 对 于 任意 一 个 
等 差 数列 ， 总 是 能 够 找到 一 个 与 它 等 价 的 等 差 数 列 ， 并 且 两 个 数列 的 公 
差 互 为 相反 数 ) 或 者 bkd, k= 届 (d, 旭 (把 满足 bd) 的 三 角形 放大 


首 束 得 到 了 这 个 结 琳 )。 我 们 甚至 可 以 试看 求 b 关 于 4 或 1 的 导数 。 束 
这 个 特定 的 问题 而 言 ， 这 些 蛇 略 使 我 们 能 够 进行 一 些 正 规 化 处 理 ， 例 如 
令 t=1 或 者 d= 1， 同 时 还 为 我 们 提供 了 一 种 检验 了 最 终结 论 是 售 正 硝 的 
方法 。 不 过 在 该 问题 中 ， 这 些 集 略 并 不 能 展现 出 太 大 的 优势 ， 所 以 这 里 
不 用 它们 来 求解 。 


简化 、 利 用 题目 中 的 信息 ， 实 现成 术 目 的 ”现在 已 经 引入 了 符 扎 并 建 
也 了 一 些 等 式 ， 接 下 来 束 应 该 认真 地 考虑 如 何 实现 已 经 确定 的 战术 目 
的 。 对 于 一 些 简 单 的 问题 ， 我 们 通 帝 可 以 按照 未 种 标准 化 方法 来 操 
作 。《 例 如 ， 在 高 中 阶段 ， 我 们 第 使 用 已 经 得 到 充分 讨论 的 代 效 化 简 
法 。) 通 疝 ， 这 是 解 题 过 程 中 最 长 、 最 困难 的 部 分 ， 但 是 只 要 我 们 记 住 
相关 定理 、 题 目 中 给 出 的 信息 以 及 如 何 使 用 这 些 信息 ， 并 且 牢 记 想 要 实 
现 的 目标 ， 那么 驶 不 会 迷失 方向 。 另 外 ， 不 要 盲目 地 使 用 任何 已 知 的 
技巧 或 方法 ， 而 应 该 事先 考虑 一 下 在 哪些 地 方 可 能 会 用 到 这 种 拉 巧 。 这 
将 有 助 于 排除 干扰 性 的 解 题 方 向 ， 避 免 精 妨 的 耗费 并 节省 大 量 时 间 ， 从 
而 使 我 们 能 够 在 最 正确 的 解 题 方 向 上 前 进 。 


在 问题 1.1 中 ， 我 们 集中 考虑 了 海伦 公式 。 利 用 这 个 公式 ， 能 够 实现 求 
b 这 一 战术 日 的 。 此 外 还 知道 ， 一 旦 求 出 5 的 值 ， 利 用 正弦 法 则 和 余弦 

法 则 惑 可 以 确定 a、5 以 及 7 的 值 。 接 下 来 ， 义 注音 到 海伦 公式 涉及 ad 

和 一 一 它 实际 上 使 用 了 题目 中 给 出 的 所 有 信息 (“三 角形 的 边 长 构成 一 
个 等 大 数 列 * 这 一 事实 已 经 体现 在 引入 的 答 写 当中 )〉 。 忌 而 言 之 ， 用 d、 
上 和 bb 来 表述 海伦 公式 束 古 


= 各 -b+d) 6 (3 -4). 

这 个 式 子 可 以 简化 成 

2 3b (b— 2d)(b + 2d) 30° (6 — 44) 

16 16 
接 下 来 ， 我 们 求 5 的 值 。 上 式 右 端 是 一 个 关于 b 的 多 项 式 (把 d 和 + 看 
作 第 数 ) ， 实 际 上 它 是 关于 六 的 一 个 二 次 多 项 式 。 此 时 能 容易 地 求 出 这 
个 二 次 方程 的 解 : 如 果 把 分 母 去 抒 ， 并 把 所 有 项 都 挪 到 等 号 左 闫 ， 那 么 
束 得 到 





3 12db 16t =0o 


于 是 ， 利 用 二 次 方程 的 求 根 公 云 可 得 


13 + 144H + 19282 me 
12 _- YY _ op Y di i 
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由 于 站 是 正 数 ， 于 是 有 
厂 “三 一 
lo lan 
b VY dd V 49 3! oO 


为 了 验证 这 个 结果 ， 可 以 证 明 当 =0 时 ， 上 式 就 等 于 前 面 计算 得 到 的 
b 二 21， /3′ 。 只 要 算出 三 条 边 长 5 一 d、6 以 及 b+d 的 值 ， 三 角形 的 角 
度 a、5 和 了 就 可 以 利用 余弦 法 则 求 出 ， 这 样 就 完成 了 对 整个 题目 的 求 
解 ! 


第 2 章 数论 中 的 例子 
奇数 拥有 神奇 的 力量 ， 它 能 够 占卜 生死 和 机 缘 。 
一 一 威廉 :莎士比亚 ，《 温 莎 的 风流 女儿 们 》 


或 许 数论 并 没有 那么 神奇 ， 但 它 依 然 保 持 着 一 种 神秘 性 。 数 论 并 不 像 代 
数学 那样 以 等 式 的 运算 定律 为 基础 ， 它 的 结论 更 像 是 从 一 些 未 知 的 源头 
中 推导 出 来 的 。 例 如 ， 拉 格 朗 日 定理 〈 最 初 是 由 费 马 提 出 的 一 个 猜想 ) 
描述 了 : 每 一 个 正 整数 都 是 4 个 完全 平方 数 之 和 《如 

30= 业 十 3 十 2 二 二) 。 从 代数 学 的 角度 来 说 ， 我 们 所 讨论 的 是 一 个 极 
其 简单 的 方程 ， 但 因为 讨论 的 对 象 被 限制 在 整数 范围 内 ， 所 以 代数 法 
则 在 这 里 就 不 起 作用 了 。 令 人 气愤 的 是 ， 虽 然 这 个 结果 看 起 来 很 直观 ， 
并 且 数 值 实验 也 表明 了 该 结果 好 像 的 确 成 立 ， 但 我 们 却 解 释 不 了 它 为 什 
么 成 立 。 实 际 上 ， 拉 格 朗 日 定理 无 法 用 本 书 中 的 一 些 初 等 方法 进行 简单 
地 证 明 ， 对 它 的 证 明 要 用 到 高 斯 整数 或 类 似 的 知识 。 


然而 ， 其 他 一 些 问 题 束 没 那么 深奥 了 了。 下面 给 出 一 些 简 单 的 例子 ， 每 个 
例子 都 包含 一 个 目 然 数 n。 


(a)n 的 个 位 数 总 与 它 的 五 次 方 到 相同 。 

(b)n 是 9 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 是 9 的 倍数 。 

(c) 《威尔逊 定理 ) tn 一 +1 是 n 的 倍数 ， 当 旦 仪 当 n 是 一 个 素数 。 
(d) 如 果 点 是 一 个 正 奇 数 ， 那 么 二 十 2 十 … 十 nn 能 被 4 十 1 整除 。 


(e) 存在 4 个 n 位 数 ( 人 允许 补充 前 导 0) ， 它 们 满足 : 每 个 数 的 末了 位 数 
都 恰好 与 其 平方 数 的 末 位 数 相 同 。 例 如 ， 具 有 上 述 性 质 的 4 个 三 位 数 
分 别 是 000、001、625 和 376。 


这 些 命题 部 可 以 用 初等 数论 的 知识 来 证 明 ， 而 且 它 们 痢 以 模 运 算 的 基本 
思想 为 核心 。 这 将 让 你 体会 到 代数 的 魅力 ， 但 却 只 限于 有 限 个 整数 的 情 
况 。 顺 便 说 一 下 ， 试 看 去 证 明 最 后 一 个 命题 (e) 将 最 终 引 入 “P 进 ” 的 概 
念 ， 这 十 一 种 无 限 维 形式 的 模 运 算 。 


基础 数论 是 数学 中 的 一 个 独立 部 分 ， 但 源 于 整数 和 整除 性 这 些 基 本 概念 
的 应 用 却 十 分 广泛 和 强大 。 由 整除 性 这 一 概念 可 以 很 目 然 地 引入 系数 的 
概念 ， 据 此 又 可 以 进一步 寻 出 因 却 分 解 的 详细 性 质 ， 从 而 引出 了 19 世 纪 
后 半 叶 的 一 个 重大 数学 及 现 : 系数 定理 。 该 定理 更 加 精确 地 指出 小 于 寺 
个 给 定 整 数 的 系数 一 共有 多 少 个 。 同 时 ， 利 用 整数 运算 的 概念 ， 可 以 把 
定义 在 整数 集 子 集 上 的 模 运 算 推广 到 有 限 群 、 环 和 域 的 代数 上 。 

当 “ 数 ”的 概念 被 推广 到 无 理 根 式 、 分 人 裂 域 的 元 系 以 及 复数 上 时 ， 由 模 运 
算 融 可 以 导出 代数 数论 。 数 论 是 文 撑 整 个 数学 学 科 的 莫 基 石 之 一 ， 其 目 
号 当 然 也 是 非常 有 趣 的 。 


在 开始 求解 题目 之 前 ， 先 回顾 一 些 基 本 概念 。 目 然 数 束 是 正 整 数 〈 不 把 
0 看 作 目 然 数 ) 。 目 然 数 集 用 N 来 表示 。 系 数 是 恰好 有 两 个 因数 的 自然 
数 ， 并 且 这 两 个 因数 分 别 是 1 和 其 自 映 ;我们 不 把 1 看 作 系 数 。 给 定 
两 个 目 然 数 mm 和 nn， 如 果 它 们 只 有 1 这 个 唯一 的 公 因 数 ， 那 么 称 mw 和 nn 


鲜 互 系 的 。 


把 符号 T=Y (mod n) 读 作 “z 等 于 Vy 模 n”*”， 它 表示 x 和 7 相差 一 个 的 
倍数 ， 比 如 15 =65 lmod 10)。 符号 tmod nj 意味 看 正在 进行 的 模 运 算 中 
模 数 n 等 同 于 0。 举 个 例子 ， 模 运算 anod 10) 是 以 10 = 0 为 前 提 的 运 
算 。 因 此 ， 我 们 有 


65 =15 二 10 二 10+10+10+10=15+0+0+0+0+0=15 {mod 10j。 另 


外 ， 模 运算 与 标准 的 算术 运算 不 同 ， 它 不 涉及 不 等 式 ， 并 且 所 有 参与 模 
运算 的 数字 都 是 台数 。 例如 ， 7/2 夫 3.5 (mod 5)， 而 是 由 7=12 lmod 5 
可 得 112= 12/2 二 6 lmod 5。 这 种 迁 回 的 除法 运算 看 起 来 好 像 有 些 奇 

怪 ， 但 实际 上 可 以 发 现 ， 这 样 的 做 法 并 不 会 造成 真正 的 下 盾 ， 尽 管 有 些 
除法 运算 是 不 允许 的 ， 束 像 在 传统 的 实数 运算 中 不 允许 “用 0 做 除数 ? 那 
样 。 一 般 情况 下 ， 如 果 分 母 与 模 数 n 是 互 素 的 ， 那 么 除法 就 是 可 行 的 。 


2.1 位 数 


上 文中 提 到 过 ， 把 一 个 数 所 有 位 数 上 的 数字 相 加 将 有 助 于 了 解 该 数 的 一 
些 性 质 〈 特 别 有 助 于 考察 该 数 能 售 被 9 整除 ) 。 在 高 等 数学 中 ， 这 种 运 
算 其 实 并 不 是 特别 午 要 (与 研究 数 的 位 数 相 比 ， 和 下 接 考 察 数 本 里 修 证 明 
征 一 种 更 高 效 的 方法 ) ， 但 它 在 趣味 数学 中 却 是 一 种 很 营 见 的 运算 ， 有 
时 其 至 被 赋予 条 种 神秘 的 含义 ! 当然 ， 位 数 求 和 会 经 党 出 现在 数学 苋 客 
的 题目 中 ， 比 如 下 面 这 个 问题 。 


问题 2.1 (泰勒 ，1989,， 第 7 页 )” 证明 : 在 任意 18 个 连续 的 三 
位 数 中 ， 至 少 存 在 一 个 整数 能 够 被 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 整除 。 


这 是 一 个 有 有限 的 问题 ， 因 为 三 位 数 大 概 只 有 900 个 ， 所 以 从 理论 上 来 
说 ， 可 以 通过 逐个 验证 每 个 三 位 数 来 解答 这 个 问题 。 但 现在 来 看 一 下 是 
否 能 够 找到 一 些 减少 工作 量 的 方法 。 首 先 ， 本 题 的 目标 看 起 来 好 像 有 点 
奇怪 : 我 们 要 找 的 是 一 个 能 被 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 整除 的 数 。 为 了 
更 容易 处 理 这 个 问题 ， 先 把 目标 用 数学 公式 表示 出 来 。 一 个 三 位 数 可 以 
写成 aocn 的 形式 ， 其 中 a、B 和 < 是 各 位 数 上 的 数字 ， 而 这 种 与 法 是 为 
了 避免 与 abe 混 消 。 注意， apclo = 100a + 100 十 Cr， 但 obc=axbx ce。 加 
果 用 标准 符号 来 表示 命题 “a 整除 请， 那么 现在 想 要 求解 的 就 是 
(a + b+ clabewm. (1) 

其 中 ，abcw 是 给 定 的 18 个 连续 整数 中 的 一 个 。 能 售 对 这 个 了 式 子 进行 简 
化 、 变 形 ， 或 者 采用 种 方法 使 它 变 得 更 加 有 用 ?这 十 有 可 能 的 ， 但 却 
并 不 能 达到 事半功倍 的 效果 “【〔 例 如， 无 法 得 到 一 个 直接 把 a、b 和 < 天 
联 起 来 的 有 用 的 等 式 ) 。 实 际 上 ， 即 便 把 abcxw0 用 100a + 108+c 来 代 

苦 ，(1) 式 仍 然 很 难处 理 。 下 和 面 来 看 一 下 能 使 (1) 式 成 并 的 所有 人 解 cio: 


100, 102, 108, 110, 111.112. 114. 117., 120, 126, . + - , 990., 999. 


这 些 数 看 起 来 是 杂乱 、 随 机 的 ， 但 它们 出 现 得 非常 频繁 ， 这 足以 使 任意 
18 个 连续 的 整数 中 都 包含 一 个 满足 条 件 的 解 。 那 么 18 出 现在 这 里 的 总 
义 是 什么 ? 假如 18 并 不 是 无 天 紧要 的 (或 许 只 需要 13 个 连续 的 整数 就 
足够 了 ，18 在 这 里 只 是 一 个 干扰 条 件 ) ， 那 么 18 为 什么 出 现在 这 里 
呢 ? 可 能 有 人 会 想到 ， 位 数 之 和 与 9 之 间 存 在 着 密切 的 联系 〈( 例 如， 一 
个 数 被 9 除 之 后 所 得 的 余数 与 该 数 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 极 9 际 之 后 所 
得 的 余数 相等 ) ， 而 18 也 与 9 有关 ， 因 此 它们 之 间或 许 存 在 某 种 模糊 
的 关联 。 然 而 连续 的 整数 与 整除 性 之 间 并 没有 什么 关联 。 那 么 ， 为 了 解 
pi 题 ， 貌似 不 得 不 对 这 个 问题 进行 重新 表述 ， 或 者 提出 一 个 相 
大 的 问题 。 


如 果 把 注意 力 集中 在 与 数 9 有 关 的 一 些 事 上 ， 那 么 束 不 难 发 现 满 足 (1) 

式 的 绝 大 多 数 整 数 实 际 上 都 是 9 的 倍数 ， 或 至 少 是 3 的 倍数 。 事 实 上 ， 

在 上 面 给 出 的 那些 数 中 ， 只 有 三 个 数 是 例外 〈100、110 和 112) ; 而 且 
人 整除 的 数 都 能 满足 (1) 式 。 因 此 ， 我 们 不 试图 去 直接 
证 明 : 


在 任意 18 个 连续 的 三 位 数 中 ， 全 少 存在 一 个 整数 满足 (1) 式 。 
而 是 去 试 厦 证 明 如 下 结论 : 


在 任意 18 个 连续 的 三 位 数 中 ， 存 在 一 个 既 能 被 9 整除 ， 叉 满足 (1) 
式 的 整数 。 


这 种 做 法 貌似 “打破 * 了 题目 给 出 的 信息 (18 个 连续 的 整数 ) 与 目标 〈 一 
个 满足 (1) 式 的 整数 ) 之 间 的 “ 坚 冰 *”， 因 为 在 任意 18 个 连续 的 整数 中 必 
定 包含 一 个 能 被 9 整除 的 数 〈 实 际 上 ，18 个 连续 的 整数 中 含有 2 个 能 被 
9 整除 的 数 ) ， 而 且 从 数值 验证 的 结 下 以 及 数 9 的 局 友 式 性 质 中 可 以 看 
出 ， 能 被 9 整除 的 数 貌似 部 可 以 满足 (1) 式 。 这 种 “ 执 脚 石 ” 式 的 方法 十 
把 两 个 看 似 无 关 的 命题 联系 起 来 的 最 好 方式 。 

现在 ， 这 块 符 殊 的 “ 执 脚 石 ”( 故 察 能 被 9 整除 的 数 ) 的 确 可 以 肥 挥 作 
用 ， 但 还 需要 做 些 籁 外 的 工作 ， 从 而 能 够 涵 荔 所 有 的 情形 。 事 实 上 ,一 
个 更 好 的 方法 是 考察 能 补 18 整除 的 数 : 


18 个 连续 的 整数 | 一 > | 一 个 能 被 18 整除 的 数 


| (开罗 一 个 解 


之 所 以 做 出 这 种 修改 ， 有 如 下 两 方面 原因 。 


。 在 18 个 连续 的 整数 中 ， 总 是 恰好 包含 一 个 能 被 18 整除 的 数 ， 同 时 
又 包 侣 两 个 能 被 9 整除 的 数 。 这 样 看 起 来 ， 考 察 能 让 18 整除 的 数 
要 比 考察 能 被 9 整除 的 数 更 巧妙 ， 也 更 恰当 。 此 外 ， 如 果 可 以 利用 
能 被 9 整除 的 数 来 解决 问题 ， 那 么 题目 只 需要 给 出 “9 个 连续 的 整 
数 ” 这 样 的 信息 束 可 以 了 ， 而 不 必 是 “18 个 连续 的 整数 ”。 

因为 “能 被 18 整除 的 数 ” 是 “能 被 9 整除 的 数 ” 的 一 种 特殊 情况 ， 所 
以 相 比 之 下 ， 证 明 “ 存 在 一 个 能 被 18 整除 ， 同 时 又 满足 (1) 式 的 整 
数 ” 应 该 比 证 明 “ 存 在 一 个 能 被 9 整除 ， 同 时 又 满足 (1) 式 的 整数 ”更 
容易 一 些 。 实 际 上 ， 正 如 我 们 所 看 到 的 那样 ， 能 被 9 整除 的 数 并 不 
区 (比如 909) ， 而 能 被 18 整除 的 数 却 总 是 有 效 


不 管 怎样 ， 数 值 验证 表明 了 考察 18 的 倍数 似乎 是 可 行 的 。 但 这 是 为 什 
么 昵 ? 下 面 束 以 18 的 倍数 216 为 例 。216 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 是 9， 
并 且 由 18 能 整除 216 可 知 9 也 能 整除 216。 现 在 来 考察 另外 一 个 例 

子 : 882 能 被 18 整除 ， 并 且 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 是 18。 因 此 ，882 
显然 可 以 被 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 整除 。 通 过 考察 更 多 的 例子 我 们 可 
以 看 出 ， 对 于 任意 一 个 能 被 18 整除 的 数 而 言 ， 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 
和 总 是 9 或 者 18， 那 么 它 自然 就 能 被 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 整除 。 由 
这 些 猜 想 可 以 导出 下 面 的 证 明 。 


证 明 在 18 个 连续 的 整数 中 ， 必 定 存在 一 个 能 们 18 整除 的 数 ， 我 们 把 
它 记 作 aeclio。 因 为 apeto 也 能 被 9 整除 ， 所 以 aa+p+c 一 定 能 被 9 整 
除 。 “和 是否 还 记得 关于 9 的 整除 法 则 ? 一 个 数 能 被 9 整除 ， 当 月 仅 当 它 
所 有 位 数 上 的 数字 之 和 能 被 9 整除 。) 由 于 a+b+c 在 1 和 27 之 间 取 
仁 ， 于 是 &+p+ec 必 定 是 9、18 或 27， 其 中 +p+e 仅 当 abcn = 399 时 
才 等 于 27， 而 此 时 apclio 不 能 被 18 整除 。 因 此 ，a+p+c 只 能 是 9 或 者 
18， 于 是 有 4 十 b+ cl18。 而 根据 定义 可 知 18labc0， 那 么 就 有 


a+b+clabclto， 结 论 得 证 。 站 


请 记 住 ， 对 于 那些 涉及 整数 位 数 的 题目 ， 通 向 无 法 直接 求 出 答案 。 应 当 
把 一 个 复杂 的 公开 简化 成 东 种 较 容 易 处 理 的 形式 。 在 这 个 题目 中 ， 话 
句 “ 任 意 18 个 连续 的 整数 中 一 定 存在 一 个 "可 以 兰 换 成 < 任意 一 个 能 彼 18 
整除 的 数 必 定 ”， 虽 然后 着 的 结论 更 弱 一 些 ， 但 却 更 加 简单 而 且 与 问题 
的 相关 性 也 更 强 《〈 即 与 整除 的 相关 性 ) 。 其 实 ， 这 和 是 一 种 很 好 的 答 斌 。 
万 外 还 要 记 住 ， 对 于 有 限 闫 型 的 题目 ， 我 们 采用 的 蛇 略 与 局 等 数学 中 的 


宋 略 是 不 一 样 的 。 例 如 ， 我 们 不 认为 公式 
十 站 十 clapcln 


是 一 个 典型 的 数学 问题 “如 模 运 算 的 相关 应 用 〉 ， 但 由 于 被 考察 的 对 象 
征 三 位 数 ， 我 们 可 以 对 a+p+c 设 置 取信 范围 《9、18 或 27) ， 这 样 问 
题 驶 航 简 化 成 了 


9|apclo、18|apclo 或 27|japclo。 


实际 上 从 逻辑 角度 来 说 ， 似 乎 应 该 先 把 obcio 扩展 成 代数 形式 
1004 + 100 + c， 但 其 实 这 种 做 法 根本 没有 必要 。 这 种 代数 形式 只 会 造成 
干扰 ， 并 不 会 有 助 于 题目 的 求解 。 


最 后 还 有 一 所 要 注音: 实际 上 ， 至 少 需要 18 个 连续 的 数 ， 才 可 以 保证 
其 中 能 找到 一 个 满足 (1) 式 的 整数 。17 个 数 是 行 不 通 的 。 例 如 ， 考 察 由 
559 ~ 575 的 整数 所 构成 的 一 个 序列 《我 使 用 计算 机 来 验证 这 个 例子 ， 并 
没有 采用 多 少数 学 技巧 ) 。 当 然 ， 从 求解 该 题目 的 角度 来 说 ， 没 必要 去 
了 解 这 一 事实 。 


习题 2.1 在 一 个 室内 游戏 中 , “魔术 师 ? 请 一 位 参与 者 先 想 出 一 个 
三 位 数 aoclo。 然 后 ， 魔 术 师 让 该 参与 者 把 5 个 数 ecoio、baclo、pcann 
、caplo 和 cbalo 加 起 来 ， 并 告诉 大 家 它们 的 和 是 多 少 。 如 果 它 们 的 
和 等 于 3194， 那 么 最 初 的 necio 是 多 少 ? 《提示 : 首先 用 一 个 较 好 
的 数学 形式 来 表示 这 5 个 数 的 和 ， 然 后 利用 模 运 算 找 到 a、b 和 c 
的 取 值 范围 。) 


问题 2.2 (泰勒 ，1989,， 第 37 页 ) ”是否 存 在 一 个 2 的 方 容 满 足 
如 下 条 件 : 对 访 数 所 有 位 数 上 的 数字 进行 适当 的 重 排列 可 以 得 到 另 
一 个 2 的 方 容 数 ( 最 融 位 上 的 数字 不 允许 等 于 零 。 例 如 ， 不 存在 
0032 这 样 的 数 ) 。 


这 个 问题 看 起 来 是 一 个 无 法 解答 的 混合 体 ， 它 涉及 2 的 方 寒 以 及 位 数 的 
重 排列 。 原 因 在 于 ; 


(a) 位 数 的 重 排列 有 六 多 可 能 的 情况 ; 


(b) 确定 2 的 方 蝴 各 个 位 数 上 的 数字 并 不 是 一 件 容易 的 事情 。 
这 或 诗意 味 看 我 们 二 要 采取 一 些 不 寻 第 的 方法 。 


自 先 要 做 的 事情 束 古 猜测 答案 是 什么 。 这 个 感 目的 出 处 〈 它 来 源 于 一 次 
数学 竞赛 ) 表明 了 它 并 不 是 一 个 试镜 法 类 型 的 问题 ， 因 而 问题 的 答案 可 
能 是 “不 存在 ”>。 《但 羽 一 方面 ， 采 用 一 些 独特 的 精妙 构造 ， 或 许可 以 实 
现 一 种 巧妙 的 位 数 重 排 ， 但 这 种 构造 并 不 是 轻易 吏 能 想到 的 。 那 么 先 从 
一 些 简单 的 方 采 展开 猜测 。 如 果 你 的 猜测 是 正确 的 ， 那 么 束 市 省 了 了 大量 
时 间 和 力气 来 解 题 。 但 如 琳 你 的 猜测 是 错误 的 ， 那 么 束 注 定 你 要 进行 长 
时 间 的 艰 舌 摸索 。 这 并 不 是 说 ， 你 应 当 放 茎 那些 有 价值 但 却 困 难 的 解 题 
方法 ， 而 是 说 在 解 题 之 前 ， 你 应 当做 一 些 理性 的 分 析 研 究 。 ) 


束 像 问题 2.1 那样 ， 题 目 中 的 位 数 实际 上 古 用 来 轻 移 我 们 注意 力 的。 在 
问题 2.1 中 ， 我 们 只 关心 与 位 数 上 数字 之 和 相关 的 两 件 事 : 第 一 件 事 是 
整除 性 条 件 ， 第 二 件 事 是 对 取信 范围 的 限制 。 我 们 并 不 想 看 到 一 个 具体 
的 等 陈 所 市 来 的 各 种 复杂 性 。 这 里 也 是 一 样 的 道理 : 必须 通过 位 数 置换 
来 价 化 这 个 问题 。 仅 仅 从 网 辑 的 角度 来 看 ， 所 面临 的 情况 会 变 得 更 加 精 
糙 ， 这 和 古 因 为 必须 证 明 蝎 多 的 结论 ; 但 在 清晰 和 简洁 方面 ， 我 们 却 取得 
进展。 为 什么 你 要 被 那些 无 用 的 信息 所 累 呢 ?它们 只 会 分 获 你 的 注 


es 


于 是 ， 只 要 可 以 找到 2 的 方 蝴 以 及 位 数 置 换 的 主要 性 质 ， 残 有 和 希望 找到 
使 次 省 广 生 也 让 的 伟 质 。 珊 在 首 乞 来 处 理 比 科 容 急 的 2 的 方 蜂 。 刁 们 
人 FE : 


1,2.,4.,8,106,32,04,128, 2D0,D12. 1024 2048, 4090. 
3192, 10384,327083,025530,-…: 


在 这 里 ， 看 不 出 与 位 数 有 关 的 太 多 性 质 。2 的 方 容 的 最 后 一 位 数 显然 是 
偶数 (除了 1) ， 而 其 他 位 数 上 的 数字 看 起 来 是 相当 随机 的 。 以 数 4096 
为 例 ， 它 有 一 位 数 是 奇数 ， 其 余 几 位 上 是 偶数 ， 而 且 还 包含 了 一 个 0。 
是 什么 原因 导致 它 不 能 经 过 位 数 的 重 排列 变 成 另 一 个 2 的 方 寡 数 ? 比 
如 ， 它 能 否 通 过 位 数 重 排列 变 成 关 ”= 1523.…936? 你 会 回答 : “当然 不 
行 ! ”但 这 是 为 什么 昵 ?“ 因 为 它 太 大 了 ! ”那么 这 是 否 就 意味 着 问题 的 
答案 与 数 的 大 小 有 关 ? “是 的 ，2455 有 数 千 位 ， 而 4096 却 只 有 四 位 
数 。” 啊 哈 ， 所 以 位 数 的 重 排 列 并 不 会 改变 总 的 位 数 。 (记录 下 任何 一 
个 对 你 解 题 有 帮助 的 事实 ， 即 便 它 们 是 非常 简单 的 结论 。 不 要 以 为 那 


些 “ 最 而 多 见 ” 的 事实 总 会 在 你 需要 的 时 候 及 时 出 现 。 埋 蕊 在 浅 处 的 金子 
也 要 通过 人 不断 地 寻找 和 挖 据 才能 得 到 。) 


那么 ， 根 据 这 些 少 量 的 信息 ， 能 个 继续 进行 概括 推广 呢 ? 现在 ， 我 们 推 
广 后 的 问题 如 下 。 


是 合 存 在 一 个 2 的 方 舌 满 足下 列 条 件 : 能 够 找到 为 一 个 与 它 位 数 相 
等 的 2 的 方才 数 ”? 


赴 憾 的 是 ， 对 于 这 个 问题 ， 我 们 能 很 快 地 回答 “是 >。 例 如 ，2048 和 

4096。 由 此 可 见 ， 推 广 得 到 的 这 个 问题 太 宽 泛 了 “〈 注 意 ， 对 这 个 问题 的 
痛 定 回答 不 一 定 能 够 推出 对 诛 问 题 的 肯定 回答 ) 。 有 再 回 过 头 来 看 一 下 问 
题 2.1。 只 知道 “能 被 18 整除 的 数 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 一 定 能 修 9 整 
除 ” 并 不 足以 解答 原 问 题 。 我 们 还 需要 另 一 个 事实 ， 即 “三 位 数 所 有 位 数 
上 的 数字 之 和 至 多 等 于 27。” 简 言 之 ， 我 们 尚未 找到 足够 多 的 事实 来 解 
决 这 个 问题 。 当 然 ， 由 于 限制 了 位 数 重 排列 的 可 能 性 ， 我 们 已 经 取得 了 
部 分 成 功 。 再 来 看 看 4096 这 个 例子 。 通 过 位 数 的 重 排 列 ， 它 只 能 变 成 
另 一 个 四 位 数 。 有 多 少 个 四 位 数 是 2 的 方 寡 呢 ? 只 有 四 个 1024、 

2048、4096 和 8192。 这 是 因为 2 的 方 早 总 是 成 倍 地 增加 : 它们 不 可 能 
在 同一 个 “数量 级 ”上 停留 太 久 。 事 实 上 ， 很 快 将 看 到 ， 位 数 个 数 相等 的 
2 的 方 容 数 不 超过 4 个 (在 5 个 连续 的 2 的 方 检 中 ， 第 五 个 数 是 第 一 个 
数 的 16 倍 ， 因 而 第 五 个 数 的 位 数 一 定 多 于 第 一 个 数 ) 。 那 么 这 吏 晶 味 
看 ， 对 任意 一 个 2 的 方 早 进行 位 数 的 重 排 列 ， 至 多 能 够 得 到 3 个 与 它 不 
等 的 2 的 方 蝇 。 这 样 我 们 束 取 得 了 部 分 胜利 :对 于 任意 一 个 2 的 方才 ， 
只 需要 排除 3 个 或 者 更 少 的 可 能 性 ， 而 不 像 之 前 那样 需要 排除 无 限 多 个 
ve 


我 们 已 经 说 过 ， 在 进行 位 数 置换 时 ， 置 换 后 所 得 的 数 与 原来 的 数 具 有 同 
样 多 的 位 数 。 但 反 过 来 就 完全 不 成 立 了 。 就 位 数 置 换 的 这 个 性 质 而 言 ， 
其 自身 是 无 法 独立 解决 问题 的 。 这 意味 着 我 们 的 推广 过 于 宽泛 ， 从 而 使 
得 问题 更 难以 解决 。 重 新 来 审视 这 个 问题 。 进 行 位 数 置换 时 ， 某 些 其 他 
性 质 也 保留 了 下 来 。 来 看 一 些 例子 。 因 为 我 们 已 经 对 4096 这 个 数字 进 
行 过 一 些 研 究 ， 所 以 现在 仍旧 考察 4096。 对 它 进行 位 数 置换 后 ， 所 有 
可 能 的 结果 有 


4069. 4096. 4609. 4690. 4906. 4960. 6049. 6094. 6409. 
6490. 6904. 6940. 9046.9064.9406. 9460. 9604.9640. 





这 些 数 有 哪些 共性 ?它们 有 相同 的 位 数 集合 。 这 是 一 个 很 好 的 结论 ， 
但 “位 数 集合 ”并 不 是 一 个 非常 有 用 的 数学 对 象 〈 使 用 这 个 概念 的 定理 和 
工具 并 不 是 很 多 ) 。 然 而 , “位 数 上 的 数字 之 和 ” 却 是 一 种 更 党 用 的 工 
具 。 而 且 ， 如 来 两 个 数 上 共有 相同 的 位 数 集合 ， 那 么 它们 必定 有 相同 

的 “位 数 上 的 数字 之 和 ”。 于 是 得 到 万 一 个 信息 : 位 数 置 换 祭 持 “ 位 数 上 
的 数字 之 和 ?不 变 。 把 这 一 信息 与 前 面 得 到 的 信息 结合 起 来 ， 驳 得 到 了 
下 面 这 个 新 问题 。 


是 否 存 在 一 个 2 的 方 舌 满 足下 列 条 件 : 能 够 找到 万 一 个 与 它 位 数 相 
等 ， 并 且 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 也 相等 的 2 的 方才 数 ? 
同样 地 ， 如 来 这 个 问题 的 容 生 是 否定 的 ， 那 么 原 问 题 的 答 采 也 是 寿 定 
的 。 这 个 问题 处 理 起 来 要 比 原 问题 更 加 容易 ， 其 原因 在 于 “位 数 的 个 
数 ” 以 及 “位 数 上 的 数字 之 和 ”部 是 标准 的 数论 语言 。 


牢记 这 个 新 概念 ， 我 们 来 考察 2 的 方 寨 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 ， 因 为 这 
与 新 间 题 是 有 关 的 。 列 出 下 面 这 个 表格 。 











从 这 个 表格 中 ， 我 们 观察 到 以 下 两 点。 


“位 数 上 的 数字 之 和 ”通常 是 很 小 的 。 例 如 ，2 玉 所 有 位 数 上 的 数字 
”之 和 只 4 不 过 是 14。 但 这 实际 上 并 不 是 一 件 圣 运 的 事 。 因 为 与 较 大 
的 数 相 比 ， 较 小 的 数 更 容易 找到 与 其 相等 的 数 。[ 如 果 让 10 人 中 的 
每 个 人 都 随机 选取 一 个 两 位 数 ， 那 么 在 他 们 所 选取 的 数 中 ， 有 相当 
大 的 机 会 (9.5%))〉 出 现 两 个 相等 的 数 ， 但 如 果 每 个 人 选取 的 都 古 
10 位 数 ， 那 么 出 现 相 等 数 的 概 这 只 有 百 万 分 之 一 ， 这 与 中 彩票 的 
概率 一 样 低 。] 然 而 ， 较 小 的 数 有 助 于 我 们 找到 规律 ， 所 以 这 或 许 
并 非 完全 是 坏 消息 。 

有 些 “ 位 数 上 的 数字 之 和 ”是 相等 的 ， 例 如 16 和 1024。 不 过 “位 数 上 
的 数字 之 和 ”看 起 来 好 像 是 在 慢 慢 地 增 大 : 你 可 以 设想 一 下 ， 一 个 
100 位 的 2 的 方 暴 与 一 个 10 位 的 2 的 方 曙 相 比 ， 前 者 所 有 位 数 上 


的 数字 之 和 要 大 于 后 者 。 但 同时 还 要 记 住 ， 我 们 考虑 的 是 具有 相同 
位 数 的 2 的 方 早 ， 因 此 这 种 思路 并 没有 多 大 帮助 。 


经 过 观察 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 : “位 数 上 的 数字 之 和 ”具有 一 种 容易 理 
解 的 宏观 结构 [伴随 着 n 的 增加 在 慢 慢 增 大 ， 对 于 取 值 较 大 的 n， 则 > 

所 有 位 数 上 的 数字 之 和 实际 上 很 有 可 能 接近 于 (451ogio 2)n s 1.355n ( 尽 
管 这 尚未 被 证 明 ) ]， 但 它 还 有 一 个 粳 糕 的 微观 结构 ， 那 就 是 数值 的 波 

动 过 大 。 在 前 文中 曾经 提 到 过 ，“ 位 数 集合 ”这 个 概念 并 不 常用 ;但 现在 
看 来 , “位 数 上 的 数字 之 和 "好 像 也 没有 显示 出 多 大 的 效果 。 那 么 是 否 存 
在 另 一 种 简化 这 个 问题 的 思路 ， 能 使 该 问题 真正 得 以 解决 ? 


我 们 曾 说 过 “位 数 上 的 数字 之 和 ?是 一 种 “利用 的 数学 工具 ?”， 之 前 的 那个 

问题 瓯 是 一 个 例 了 于 。 但 唯一 能 使 “位 数 上 的 数字 之 和 ?和 被 看 作 真 正 “ 主 流 

工具 ”的 方法 是 ， 考 处 模 9 的 “位 数 上 的 数字 之 和 ”。 我 们 或 许 会 想到 ， 

Ee De 
10 等 于 1 lmod 9)， 


3297 =3x10 +2x 10 +9x10:+7 x 10 (mod 9) 
— 3x1+2x1+9xl1i+7x 1 (mod 9) 
一 3 十 2 十 9 十 7 了 7 (mod 9jo 


因此 ， 得 到 下 面 这 个 修改 后 的 新 问题 。 


是 合 存 在 一 个 2 的 方 舌 满 足下 列 条 件 : 能 够 找到 万 一 个 与 它 位 数 相 
等 ， 并 且 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 也 相等 的 2 的 方 舌 数 ? 


根据 “一 个 整数 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 相等 ?这 一 事实 ， 现 在 可 
以 重新 叙述 上 面 的 问题 。 


是 合 存在 一 个 2 的 方才 满足 下 列 条 件 : 能 够 找到 为 一 个 与 它 位 数 相 
等 ， 并 且 与 它 模 9 所 得 余数 也 相等 的 2 的 方才 数 ? 


注意 ， 我 们 根本 没 用 到 “位 数 的 重 排列 ”* 位 数 集合 "以 及 “位 数 上 的 数字 
之 和 ”这 几 个 麻烦 的 概念 ， 解 决 问题 有 希望 了 。 


现在 修改 之 前 有 关 ”“2 的 方 蜗 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 ”的 表格 ， 看 看 能 得 
到 什么 信息 。 


[TT | 





我 们 要 证 明 的 是 : 对 于 任意 两 个 2 的 方 守 ， 它 们 不 可 能 既 有 相同 的 位 

数 ， 又 有 相等 的 模 9 余数 。 那 么 从 这 个 表格 中 可 以 看 出 ， 存 在 若干 个 2 
的 方 守 具有 相等 的 模 9 余数 ， 例 如 1、64、4096 和 262 144。 但 这 四 个 
数 的 位 数 并 不 相等 。 事 实 上， 那些 具有 相等 的 模 9 余数 的 2 的 方 蝴 彼此 
相距 较 远 ， 因 而 它们 不 可 能 有 相同 的 位 数 。 实 际 上 ， 有 具有 相等 的 模 9 余 
数 的 2 的 方 野 看 起 来 排列 得 非常 有 规律 。 我 们 能 很 快 地 观察 到 ， 同 一 个 
全 9 余数 每 经 过 6 步 束 会 出 现 一 次 。 利用 模 运 三 管 能 能 容易 地 证 明 这 个 半 
日: 


2 on on x 64 = 27 (mod 9. 


其 中 时 =1 lmod 9。 上 面 这 个 结果 表明 了 ，2 的 方 昭 的 模 9 余数 会 无 限 
循环 地 重复 下 去 ， 就 像 循 环 小 数 一 样 : 1,2,4,8,7,5,1,2, 4,8,7,5,12,4,8,7,5， 
i. 。 这 叉 进 一 步 说 明了 ， 对 于 任意 两 个 2 的 方 寒 ， 如 果 它 们 所 有 位 数 
上 的 数字 之 和 模 9 相等 ， 那 么 它们 一 定 相 并 至 少 6 步 ， 因 此 这 两 个 数 至 


少 相 差 了 64 倍 ， 于 是 它们 的 位 数 不 可 能 相等 。 因 此 ， 任 意 两 个 2 的 广 
容 不 可 能 同时 具有 相同 的 位 数 以 及 相等 的 模 9 数字 之 和 。 这 样 就 完成 了 
对 修改 后 的 问题 的 证 明 ， 现 在 就 可 以 反 推 回去 直到 对 原 问题 做 出 解答 ， 
并 把 解 题 过 程 完整 地 写 出 来 


证 明 假设 存在 两 个 2 的 方才 ， 满 足 其 中 一 个 数 可 以 通过 位 数 置 换 得 到 
为 一 个 数 。 这 表明 两 者 其 有 相同 的 位 数 ， 并 且 它 们 所 有 位 数 上 的 数字 之 
和 模 9 相等 。 但 是 ， 模 9 的 数字 之 和 是 周期 为 6 的 一 列 数 ， 并 且 在 任意 
给 定 的 周期 内 数字 不 会 重复 出 现 ， 那 么 这 两 个 2 的 方 贿 至 少 相 兰 了 6 
步 ， 从 而 个 可 能 有 相同 的 位 数 ， 而 这 与 假设 相 矛 启 。 


通过 对 问题 进行 不 断 的 简化 ， 我 们 把 一 些 无 用 的 、 使 用 起 来 不 方便 的 信 
息 替换 成 更 自然 、 更 灵活 以 及 更 便于 我 们 使 用 的 概念 。 这 个 简化 过 程 或 
许 具有 一 定 的 偶然 性 ， 其 中 总 会 存在 一 些 过 度 简化 或 简化 不 当 〈 简 化 成 
一 些 无 关 紧要 的 信息 ) 的 风险 。 但 就 这 个 问题 而 言 ， 几 乎 任何 一 种 处 理 
方法 都 优 于 尝试 进行 位 数 置换 ， 所 以 整个 简化 过 程 并 没有 太 大 的 风险 。 
有 时 调整 和 简化 可 能 会 让 你 劳 而 无 功 ， 但 在 你 真 的 束手无策 时 ， 任 何方 
法 都 不 妨 去 试 一 试 。 


2.2 于 看 图 方 枉 


丢 番 图 方程 是 一 类 代数 方程 〈 一 个 典型 的 例子 是 @ + =c) ， 其 中 所 
有 有 的 变量 虱 被 限定 为 整数 。 通 第 的 目标 是 找到 这 类 方程 的 所 有 解 。 在 一 
般 情 况 下 ， 即 便 所 有 的 变量 都 被 限定 在 整数 范围 内 ， 方 程 也 会 存在 多 个 
解 。 这 类 方程 可 以 使 用 代数 方法 来 求解 ， 还 可 以 利用 数论 中 的 整数 除 
法 、 模 运算 以 及 整数 的 因 式 分 解法 来 解 谷 。 下 面 给 出 一 个 例子 。 


问题 2.3 ”澳大利亚 数学 竞赛 ，1987， 第 15 页) ”对 于 给 定 的 非 
零 整 数 m 和 bp(9 + 姑 0)， 找 出 满足 方程 lia+1/5=njla+ 妈 的 所 有 


JIF. Pho 


这 个 问题 看 起 来 像 是 一 个 标准 的 丢 番 图 方程 ， 所 以 可 以 移 用 乘法 进行 通 


四 乡 
(a+h/ab=n/(atb). 


从 而 有 


(a+0)*:=nabo (2) 
那么 接 下 来 该 怎么 做 ?可 以 略 去 n， 得 到 
ablla + 站 
(这 里 使 用 了 曾 在 问题 2.1 中 用 到 的 整除 从 号 |) 或 者 符 试 集中 考虑 meal 
是 个 平方 数 这 一 事实 。 这 些 痢 是 非 第 好 的 拉 巧 ， 但 对 求解 这 个 问题 好 像 


并 没有 多 大 帮助 。(2) 式 等 写 的 左 问 和 右 问 并 没有 非常 案 密 的 联系 : 左 
病征 一 个 平方 数 ， 而 右 病 却 生 乘积 的 形 陈 。 

在 求解 问题 的 过 程 中 ， 要 始终 记 住 : 暂时 放弃 那些 有 趣 但 无 效 的 方法 ， 
而 应 当 答 试 一 些 对 问题 求解 更 有 玫 助 的 思路 。 可 以 竹 试 用 代数 方法 来 寻 
找 问题 的 突破 口 ; 如 果 不 成 功 的 话 ， 那 就 试看 使 用 数论 的 知识 来 求解 。 
把 (2) 式 展开 ， 然 后 合并 同类 项 可 得 


+i2—njab+i+b =0eo 


如 采 大 胆 地 使 用 二 次 方程 求 根 公式 ， 那 么 现 能 得 到 
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(一 引 士 wa 一 2 有 一 4 


这 个 陈 子 看 起 来 相当 老 琐 ， 但 实际 上 可 以 对 其 充分 地 加 以 利用 。 我 们 知 
道 a、b 和 和 nn 部 征 至 数 ， 并 且 上 式 中 还 包含 了 一 个 平方 根 。 男 外 ， 只 有 
当 根 写 里 的 项 妇 二 27 一 生路 完全 平方 数 时 2 这 人 NI 了 可 是 有 总 义 
的 。 而 这 意味 着 一 个 平方 数 减 去 4 之 后 仍然 是 个 平方 数 。 这 是 一 个 非常 
严格 的 限制 条 件 。 因 为 除了 最 初 的 几 个 平方 数 之 外 ， 任 意 两 个 平方 数 
之 下 如 比 4 大 ， 所 以 从 十 要 验证 取 值 较 小 的 n 束 可 以 了 。 通 过 验证 可 以 
发 现 ln 一 2) 一 定 等 于 4， 从 而 nn 是 0 或 4。 下 面 对 这 两 种 情形 分 别 进行 
讨论 ， 并 对 每 一 种 情形 给 出 相应 的 解 ， 或 者 证 明 解 不 存在 。 


情形 1: n=0。 把 n=0 代 入 (32) 式 可 得 (e+ 站 一 0， 从 而 &+p=0。 但 
此 时 在 原 方程 中 就 出 现 了 无 效 的 内 0， 因 此 不 可 能 等 于 0。 


情形 2: n = 4。 按 照 同样 的 方法 ， 把 n=4 代 回 (2) 式 可 得 ta 十 只 = 4ab 
， 对 它 进行 整理 后 有 ai 一 20 十 六 =0。 对 该 式 进行 因 式 分 解 得 到 

(a 一 站 "= 0， 于 是 & 必定 等 于 8#。 这 并 不 会 导致 矛盾 产生 ， 而 是 得 到 了 
一 个 解 : 当 令 (2) 式 中 的 a=b n=4 时 ， 原 方程 成 并 。 


所 以 答案 是 站 = 4， 但 这 个 结 示 是 通过 使 用 相当 素 琐 的 二 次 方程 求 根 公 
却 得 到 的 。 通 利 情 况 下 ， 这 种 方法 使 用 起 来 并 个 太 有 灵活， 但 是 因为 它 引 
入 了 平方 根 项 ， 而 该 项 要 求 根 号 里 的 内 容 必 须 是 一 个 完全 平方 数 ， 所 以 
这 个 方法 有 时 也 能 派 上 用 场 。 


在 至 番 图 问题 中 ， 如 果 有 一 个 变量 出 现在 指数 位 置 上 ， 那 么 对 这 个 问题 
的 求解 束 会 变 得 极其 困难 。 最 普 名 的 例子 就 是 “ 引 马 大 定理 ”， 它 靳 定 了 
方程 二 所 二 c (其 中 n> 2) 不 存在 目 然 数 解 。 羊 运 的 是 ， 还 有 一 坚 
涉及 指数 的 问题 能 够 容 多 地 求解 出 来 。 


问题 2.4 “泰勒 ，1989,， 第 7 页 )” 求 出 满足 方程 2*+7=x 的 
所 有 和 解 ， 其 中 站 和 z 者 是 整数 。 


事实 上 ， 这 类 问题 通 第 要 经 过 人 不断 试 错 才 能 找到 正确 答案 。 束 于 番 图 方 
程 而 言 ， 最 初等 的 求解 方法 是 模 运算 和 因 式 分 解 。 模 运算 能 把 整个 方程 
转化 成 一 个 恰当 的 模 关系 式 ， 它 有 时 取 常数 为 模 (例如 (mod 站 或 

(mod 16)) ， 有 时 取 变 量 为 模 〈 例 如 tmod pq)) 。 因 式 分 解 可 以 把 原 问 
题 转化 成 形 如 (因子)x 因子) (容易 求解 的 形式 ) 的 问题 ， 其 中 等 
号 右 端 可 能 是 一 个 常数 (这 是 最 理想 的 结果 ) 、 素 数 、 平 方 数 或 者 某 种 
所 包含 的 因子 只 有 有 限 种 可 能 的 其 他 形式 。 例 如 ， 在 问题 2.3 中 ， 我 们 
自 完 想到 的 就 古 使 用 上 和 面 这 两 种 方法 ， 但 最 终 更 倾 回 于 用 代数 方法 来 
求解 ， 而 这 种 代数 方法 实际 上 惑 是 经 过 伪装 的 因 式 分 解 技巧 。《〈 有 是否 还 
记得 我 们 最 终 得 到 了 (n 一 2)? 一 4 一 (平方 数 )? ) 


有 其实 ， 最 好 能 和 匈 斌 一 试 那些 初等 方法 ， 这 样 可 以 避免 走 更 多 的 公路。 也 
可 以 放 莽 这 些 方法 ， 壬 试 分 析 下 和 面 这 个 近似 方程 





T= VIFT 2nf2o 

这 个 陈 子 涉及 一 些 更 遍 深 的 数论 知识 ， 比 如 连 分 式 、 佩 尔 方程 以 及 递归 
EE 
解法 。 


只 有 妆 n 是 伪 数 时 ， 才 有 可 能 得 到 有 用 的 因 式 分 解 。 于 是 ， 郊 虑 如 下 两 
个 平方 数 的 过 《这 是 丢 番 图 方程 中 的 一 种 至 天 重 要 的 因 陈 分 解 技 巧 ) : 


Fr 2 iT 于 f _ 本 了 mn 
=T 2 =I 2 {r+ |). 


其 中 丈 = 21/2。 那么 可 以 说 z 一 2 和 z+2” 都 是 7 的 因子 ， 从 而 它们 一 
定 是 -7、-1 或 1、7。 通 过 进一步 分 情况 讨论 可 知 ， 方 程 无 解 〈 如 来 假 
设 叶 是 偶数 的 话 ) 。 然 而 ， 这 只 不 过 是 因 云 分解 提供 的 信息 。 它 并 没有 
告诉 我 们 真正 的 解 是 什么 以 及 a 到 后 有 多 少 个 解 〈 尺 官 我 们 现在 能 够 确定 


n 一 定 是 奇数 ) 。 


接 下 来 考虑 模 运 拭 。 这 种 方法 的 东 上 略 是 ， 用 模 来 消去 一 项 或 更 多 项 。 例 
如 ， 可 以 把 原 方程 写成 柑 z 的 形式 


27+7=0 (mod7z) 


或 模 7 的 形式 

2 — 1 (mod 7)o 
遗憾 的 是 ， 这 些 方法 并 没有 友 挥 多 少 作用 。 然 而， 在 放弃 模 运 算 这 个 方 
法 之 前 ， 还 有 一 个 模 数 可 以 试 一 试 。 之 前 试图 消 掉 7 和 之 这 两 项 ， 那 
么 现在 能 人 否 若 碟 消 去 于 这 项 呢 ? 当然 可 以 ， 把 2 作为 模 数 丈 可 以 了 。 
于 是 ， 3 n> 人 0 时 ， 有 


Ey 四 Ch 
0 十 7 一 T (mod 2). 


而 当下 =0 时 有 

1 十 7 一 开 
这 种 做 法 还 古 插 好 的 ， 因 为 几乎 消 挥 了 包含 的 项 。 但 问题 仍旧 无 法 解 
答 ， 因 为 等 号 右 端 x 的 取 值 可 能 是 0 或 者 1， 所 以 目前 还 没有 真正 排除 
所 有 可 能 的 情况 。 为 了 限制 ”的 取 值 ， 必 须 选 取 一 个 不 同 的 模 妾 。 控 
照 这 种 思路 (限制 等 写 右 端的 取 值 )， 我 们 考虑 使 用 模 4 来 代 蔡 模 2: 


本 ;et 
27+7= 7 (mod 4)o 


imod 21)6 


换 句 话说 ， 我 们 有 
0+3==7* (mod4) 若 n> 1, (3) 


934+3= 7 imod 4 右 n==， (4) 


1 一 一 中 = rr imod 二 | > 1 二 中 。 (5) 


因为 T2 一 定 等 于 0 {mod Imod 4), 所 以 (3) 式 被 排除 。 这 昔 味 大 
n 的 值 只 能 取 0 或 1。 简单 的 验证 可 知 ，》 只 有 n=1 成 六 并 且 一 
定 是 +3 或 -3。 


在 解 吾 形 各 求 出 所 有 解 "这 一 关 的 去 重 图 力 程 网 ， 主要 有 的 思路 是 : 排除 
有 限 种 可 能 性 之 外 的 所 有 情况 。 这 也 是 (m5d 7) 和 tmod 中 行 不 通 的 另 一 
个 原 > 如 果 它 们 行 得 通 ， 那 么 所 有 的 情况 都 将 被 排除 。 而 在 使 用 
[mod 4 时， 我 们 排除 了 绝 大 多 数 情 况 ， 但 同时 会 留 下 几 种 可 能 的 情 
形 。 


习题 2.2 ”找到 能 使 +I0 整 除 普 +100 的 最 大 正 整数 n。【 提 
示 : 使 用 (mod nt+ 10), 根据 n= 一 10 imod n+ 10) 这 一 事实 来 消 掉 


Tio 


2.3 ”有 需 和 


问题 2.5  〈 哈 约 什 等 ，1963， 第 74 页) “证明 对 于 任意 的 非 负 整 
数 m， 数 二 二 关上 于 十 和 才能 被 5 整除 当 且 仅 当 于 不 能 被 4 整除 。 


这 个 问题 乍 看 起 来 有 点 让 人 胆 层 : 上 面 这 样 的 式 子 可 能 会 让 你 想起 著名 
的 费 瑟 大 定理 ， 而 该 定理 庄 尽 因为 难 解 而 玲 称 ‘。 但 现在 面临 的 这 个 问题 
要 人 简单 许多 。 我 们 希望 证 明 某 个 特定 的 数 能 (或 不 能 ) 航 5 整 除 。 除 非 
能 明显 地 看 出 可 以 直接 利用 因 取 分 解法 ， 人 否则 惑 必 须 使 用 和 模 运 算 的 方 
法 。【〔 也 就 是 要 证 明 ， J = NAS 被 4 整除 的 均 有 有 

] 十 2 十 3 十 和 =0onod 引 同时 还 要 证 明 ， 如 果 交 能 被 4 整除 ， 那 么 


|] 十 2 十 3 十 4 关 0 {mod 二 ) 
I < 旦 僻 用 的 数字 都 所 以 可 以 手工 计算 


十 4 (mod 5 ls 最 好 的 方法 是 ， 先 分 别 求 出 
2 ”mod 5)、3” lnod5 和 + lmod 引 ， 然 后 再 把 它们 加 起 


(mod 5) 





ni i™ on 37 7 Ton 3 dn 


国 硬 


通过 观察 可 知 ， 上 和 面 这 个 表格 显然 存在 条 种 周期 性 。 实 际 上 ，1"、 





an 和 4" 的 取 值 都 以 4 为 周期 。 为 了 证 明 这 个 猜想 ， 只 要 使 用 周期 性 的 


定义 束 可 以 了 。 
用 于 来 举例 说 明 。 说 3 以 4 为 周期 就 意味 着 
3"1 37 (mod 5)o 
可 以 容易 地 证 明 这 个 结果 。 由 于 81 =1 lmod 5)， 于 是 有 
3 3 x 81 =3° (mod 5)o 


类 似 地 ， 可 以 证 明 1*、2"* 和 4 都 以 4 为 周期 。 这 表明 了 


1" +2"+3" +4" 的 周期 也 是 4。 那 么 只 需要 对 n=1,2,3,4 时 的 题目 进 


人 


证 明 就 可 以 了 ， 因 为 由 周期 性 可 以 推导 出 所 有 其 他 情形 。 而 我 们 已 经 证 
明了 问题 的 结论 在 ?= 1,2,3,4 时 是 成 立 的 〈 参 见 上 面 的 表格 ) ， 于 是 
就 完成 了 证 明 。 (顺便 说 一 下 ， 如 果 假 设 n 是 奇数 ， 那 么 还 可 以 采用 另 
一 种 更 初等 的 方法 来 解 题 ， 对 某 些 项 进行 简单 的 配对 和 抵消 。) 

如 果 要 证 明 的 方程 中 包含 一 个 参数 (在 本 题 中 是 n) ， 那 么 周期 性 总 会 
成 为 一 种 便捷 的 解 题 工具 。 因 为 在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 必 验 证 参数 的 所 
有 可 能 取 值 ， 而 只 需 对 一 个 周期 内 (例如 ，n = 0,1,2,3) 的 取 值 进行 验 
证 就 足够 了 。 

习题 2.3 ”证 明 如 果 xz 和 YY 都 是 整数 ， 那 么 方程 x 十 131 = 3y' 无 

解 。 

接 下 来 转向 一 个 有 关 守 和 的 更 环 手 的 问题 。 


问题 2.6 (Shklarsky 等 ，1962， 第 14 页 ) (**) 设 广 和 n 都 是 自 


然 数 ， 并 有 旦 上 是 奇数 。 证 明和 式 1 二 2 十 … 十 mn 能 被 
1 十 2 十 --- 十 于 整除。 


顺便 说 一 下 ， 这 个 问题 是 天 于 但 努 利多 项 式 的 一 个 典型 习题 (或 是 余数 
定理 的 条 些 巧 妙 应 用 ) 。 伯 努 利 多 项 式 是 数学 中 一 个 很 有 趣 的 部 分 ， 它 
有 很 多 方面 的 应 用 。 如 人 本 没有 伯 努 利多 项 式 〈 或 歼 受 “ 图 效 ) 这 样 的 有 
效 工 具 ， 那 么 我 们 吏 不 得 不 去 使 用 朴 又 而 义 百 老 的 数论 知识 。 


首先 ， 我 们 知道 1+2 十 … 十 姥 还 可 以 写成 mm 二 HA 的 形式 。 那 么 应 当 
使 用 哪 种 形式 呢 ? 前 一 种 形式 更 具有 美感 ， 但 在 整除 性 问题 中 却 没 什么 
用 处 。 如 来 把 除数 表示 为 乘积 的 形式 ， 那 么 使 用 起 来 总 是 比 把 除数 瑟 
成 和 式 要 更 方便 些 。〉 如 果 可 以 把 +2 二 … 二 nn 因 式 分 解 成 包含 

1 +2 十 … 十 nn 的 项 ， 那 么 前 一 种 形式 或 计 还 有 些 用 处 。 然 而 这 样 的 分 解 


并 不 存在 (至 少 不 是 那么 显然 ，》。 如 果 “ 能 被 1+2+… +n 整除 ”与 “能 
被 1+2+… 二 人 十 耻 整除 "之 间 存 在 某 种 关联 ， 那 么 归纳 法 或 许 是 一 种 


可 行 的 办 法 ， 但 这 种 可 能 性 也 不 大 。 因 此 选择 使 用 mm + 1132 的 形式 。 


于 是 ， 我 们 的 目标 可 以 用 模 运 算 《〈 模 运算 是 证 明 一 个 数 能 整除 万 一 个 数 
的 最 灵活 的 方法 ) 表示 为 证 明 


I 二 2 十 -十 n= 二 0 {mod nf{n+ 1) /2)c 


现在 暂时 忽略 ?n+ 12 中 的 2。 接 下 来 尝试 证 明 具 有 如 下 形式 的 命题 
(因子 1) x (因子 2)|( 表 达 式 )。 
如 果 这 两 个 因子 是 互 系 的 ， 那 么 我 们 的 目标 就 等 价 于 分 别 证 明 
(因子 DD)( 表 达 式 ) 和 (因子 2)|( 表 达 式 )。 


这 桂 束 使 证 明 变 得 更 加 们 时 : 当 际 数 较 小 时 ， 对 整除 性 的 证 明 束 更 容 
匈 。 可 是 ， 这 王 偿 有 一 个 者 八大 的 2。 为 了 解决 它 ， 把 了 分 成 依 数 和 奇 
表 这 之 两 种 情况 分 别 进行 讨论 "。 由 于 上 述 两 种 情况 非 党 相似， 我 们 只 讨 
论 为 偶数 时 的 情况 。 此 时 可 以 把 记 作 n 一 2 《这 杆 束 可 以 避免 在 
下 面 的 等 式 中 引入 会 混淆 视听 的 “m2» 项 一 一 这 些 简单 的 整理 工作 将 对 
顺利 求解 有 所 帮助 ，。 把 所 有 的 n 部 丛 换 成 Sg ， 屠 和 我 们 要 证 明 的 就 


三 | 
人 





! 另 一 种 方法 是 对 等 了 两 瑞 同时 线 以 2， 这 样 要 证 明 的 就 古 


2(1 十 2 十 十 有 一 0 (mod n(n 十 1)), 接 下 来 的 讨论 与 本 书后 文中 给 出 的 方法 基 
本 等 价 。 
I 二 -+m =0 {mod m2m+ 1)). 
又 因为 正和 2m+1 是 互 素 的 ， 所 以 上 陈 吕 等 价 于 
I 二 2 十 -十 (2m 二 0 (mod 2m 十 寻 ) 
并 且 
I + 二 -+ (2m =0 (mod ml)o 


先 来 证 明 关 于 tmoc 2m 十 1 的 部 分 。 该 部 分 与 问题 2.5 十 分 相似 ， 但 因 

记 这 里 的 天 征 柯 数 ， 所 以 相 比 而 吾 更 容易 证 明 。 当 模 为 2 十 1 时 ，2m 
等 价 于 一 J，2m 一 1 等 价 于 一 2， 依 此 类 推 。 于 是 表达 式 

1 十 2 十 -十 {2m)* 就 恋 成 了 


Im mod 2m + 1)c 


这 样 做 的 原因 是 为 了 托 消 其 中 的 某 些 项， 由 于 是 奇数 ee 
于 1。 于 是 (-Q)* = - 改 。 据 此 ， 上 面 和 式 中 的 一 些 项 就 可 以 成 对 地 消 


掉 : 2 和 (-2)” 相互 抵消 ，* 和 (-3)" 相互 抵消 ， 等 等 。 最 终 只 剩 下 我 
们 想 要 的 0 lmod 2m 十 1)。 
现在 来 处 理 有 关 tmod mj 的 部 分 ， 也 束 是 说 ， 我 们 要 证 明 的 是 
人 
十 -… 十 {27m 一 1)" 一 (27 一 0 {mod mo 
由 于 所 做 的 是 模 m 的 运算 ， 上 式 中 的 菜 些 项 可 以 被 简化 。m 和 2m 都 等 


价 于 0 lmod ry，m 十 1 等 价 于 1， 且 m+2 等 价 于 2， 依 此 类 推 。 
此 ， 上 述 和 式 可 以 被 简化 为 


I 二 +0 (mod me 
而 其 中 有 些 项 出 现 了 两 次 ， 于 是 经 过 合并 同类 项 (并 舍弃 0) ， 得 到 
2 二 -二 {fm 1) {mod mo 


那么 接 下 来 的 处 理 几 乎 与 处 理 (mod 2m + 1 时 完全 相同 ， 但 当 m 取 偶 数 
2 如 果 m 是 奇数 ， 可 以 把 上 面 这 个 表达 式 重 新 改 
写 关 


2 2 二 了 十 十 (rm 1)/2 + {tm 1)/2) 
-十 (一 2}* 二 {一 1 六} {mod m). 
进而 可 以 像 前 面 那样 做 同样 的 抵消 处 理 。 但 当 m 是 偶数 时 (也 就 是 令 
m 二 2p) ， 则 存在 一 个 中 间 项 瑚 ， 它 不 与 任何 项 抵消 。 换 名 话说 ， 此 时 
表达 式 无 法 立刻 变 成 0， 而 是 变 成 
2p* [mod 2p). 


而 该 式 显然 就 等 于 0。 因 此 当 n 为 偶数 时 ， 无 论 m 是 奇数 还 是 偶数 ， 我 
们 都 己 经 证 明 了 本 能 被 n(n 十 1) /2 整除 。 


习题 2.4。” 当 为 奇数 时 ， 给 出 上 述 问 题 的 完整 证 明 。 
现在 考虑 一 类 特殊 的 “ 蛤 和 ”问题 ， 即 倒数 之 和 。 


问题 2.7 (Shklarsky 等 ，1962,， 第 17 页 )” 设 了 是 一 个 大 于 3 


的 素数 。 证 明 分 数 
Ti 


的 既 约 分 子 能 被 整除。 例如 ， 如 果 了 等 于 5， 那么 分 数 
11+1/2+1/3+1/4=25/12 的 既 约 分 子 显 然 能 被 也 整除 。 


这 是 一 个 < 证 明 .…..” 的 问题 ， 而 非 * 求 .……. 的 值 "或 是 否 存在 .…..” 的 问 
是 ， 所 以 这 类 问题 的 结论 并 不 是 完全 不 可 能 成 立 的 。 然 而 ， 我 们 要 证 
明 的 是 与 既 约 分 数 的 分 子 有 关 的 问题 ， 这 类 问题 并 不 容易 处 理 ! 该 分 子 
需要 被 转化 成 某 种 更 加 标准 的 形式 ， 璧 如 一 个 代数 表达 式 ， 这 样 就 可 以 
更 方便 地 处 理 它 。 另 外 ， 这 个 问题 涉及 的 内 容 并 不 仅仅 是 被 素数 整 
除 ， 它 还 会 用 到 被 素数 的 平方 整除 。 这 将 使 问题 的 难度 大 幅度 提高 。 我 
们 项 望 找到 一 种 方法 把 问题 稍 化 成 只 与 素数 整除 性 有 关 ， 从 而 使 问题 更 
容易 求解 


通过 对 问题 的 观察 ， 我 们 确定 了 下 列 几 个 目标 。 
(a) 把 分 子 写 成 一 个 数学 表达 式 ， 从 而 能 够 对 它 进行 处 理 。 
(b) 试 着 把 这 个 关于 P° 整除 性 的 问题 转化 成 某 种 更 简单 的 题目 ， 比 如 P 


整除 性 问题 。 


先 来 处 理 目 标 (a)。 自 完 ， 我 们 能 容易 地 取得 一 个 分 子 ， 但 该 分 子 并 不 
一 定 古 个 既 约 分 子 。 把 所 有 相 加 的 分 数 进行 通 分 后 ， 我 们 融 得 到 了 


(2x3x:.-..x{(p—1)+lx3x..…x (po—1)+-. 
+1lx2x3x-.…x{p— 2)) 
性 


(po 1) 


假设 现在 能 够 证 明 上 式 中 的 分 子 能 被 整除 。 那 么 该 如 何 证 明 这 个 式 
子 的 既 约 分 子 也 能 被 六 整除 ? 什么 是 既 约 分 子 呢 ? 它 是 通过 对 原来 的 
分 子 和 分 母 进 行 约 分 得 到 的 。 约 分 是 否 会 破坏 P 整除 性 呢 ? 如 果 了 的 
条 个 倍数 密约 挥 ， 那 么 答案 束 是 肯 定 的 。 不 过 分 坪 与 了 十 互 系 的 ， 因 此 
P 的 倍数 不 可 能 被 约 挥 。 (了 是 系数 ， 而 且 PP 一 1 可 以 表示 成 右 干 个 比 
P 小 的 数 的 乘积 。) 啊 哈 ! 这 束 意 味 看 只 圾 要 证 明 上 式 中 那个 见长 的 分 
子 能 被 六 整除 就 可 以 了 。 这 上 比 取 其 他 形式 的 分 子 更 好 ， 因 为 现在 我 们 
要 证 明 的 是 下 面 这 个 等 式 : 


2x3xXx. .XxX(p—-1l1)+lx3x.. Xx (po—1)+:… 
+lx2x3x:..…x(p—2)=0 (mod po 


(此 时 再 炊 转 同 了 模 运 算 ， 而 模 运 算 通 剃 是 证 明 一 个 数 能 整除 态 一 个 数 
的 最 好 方法 。 然 而 ， 如 果 问 题 涉 及 多 个 整除 性 ， 比 如 题目 涉 太 能 整除 未 
个 特定 数 的 全 体 整 数 ， 那 么 采用 其 他 技巧 有 时 会 更 好 。) 


尽管 得 到 了 一 个 等 式 ， 但 这 个 等 式 却 相当 复杂 。 接 下 来 要 做 的 就 是 简化 
它 。 等 号 的 左 端 是 由 不 定 乘积 构成 的 一 个 不 定 和 此 处 "不 定 ” 的 意思 仅 
仅 是 指 表达 式 中 存在 <.”) 。 但 是 可 以 把 不 定 乘积 的 形式 表达 得 更 清 

楚 。 每 个 不 定 乘积 都 是 由 1 和 (Pp 一 1 之 间 所 有 不 等 于 1 的 整数 相 乘 得 到 
的 ， 而 i 是 取 值 在 1 和 Pp 一 1 之 间 的 某 个 整数 。 这 个 不 定 乘积 可 以 写成 
更 紧凑 的 形式 中 -DJWi。 又 因为 ?和 严 是 互 素 的 ， 所 以 在 模 严 的 前 提 
下 ， 上 起 可 以 写成 用 做 除数 的 形式 。 于 是 我 们 的 目标 就 变 成 了 证 明 等 
工 


pl) (po! (po1)! (p — 1)! 
ne LE ne 


, 1 | 1 1! 
【太一 本 


多 —0 {mod plo (6) 
3 p—1] ee | 





( 记 住 ， 我 们 正在 处 理 的 是 模 运算 ， 因 此 像 1/2 这 样 的 数 会 等 价 于 一 个 
整数 。 例 如 ， 1/2=6/2=3 (mod 5) ) 


现在 得 到 了 具有 如 下 形式 的 等 式 : 
(因子 ) x (因子 )= 0 {mod po 

如 果 正在 进行 的 不 是 模 运算 ， 那 么 上 式 中 就 有 一 个 因子 为 0。 在 模 运算 

中 几乎 可 以 得 到 同样 的 结论 ， 但 必须 要 更 加 小 心 一 些 。 邓 运 的 是 ， 第 一 


个 因子 一 D1 与 户 互 素 (因为 (Pp 一 了 )! 与 是 互 素 的 ) ， 那 么 就 可 以 把 
(Pp 一 起 消 挥 。 于 是 (6) 式 束 等 价 于 


| 1 1! | 





[二 0 [mod p*)o 


(请 注意 ， 这 个 式 于 看 起 来 与 原 问题 非常 类 似 ， 唯 一 的 区 别 束 在 于 我 们 
考虑 的 是 整个 分 数 ， 而 不 只 是 它 的 分 子 。 我 们 不 能 不 假 思索 地 从 一 种 形 
式 和 直接 跳 到 为 一 种 形式 。 上 和 面 这 些 复 森 的 推导 过 程 是 很 有 必要 的 。) 


现在 已 经 把 问题 简化 成 证 明 一 个 形式 上 相当 优 天 的 模 运 算 等 式 。 接 下 来 
该 片 么 做 呢 ? 通过 例子 来 前 述 或 许 会 有 些 玫 助 。 攻 守 题 目 中 已 经 给 出 的 
这 个 例子 ， 即 P= ”的 情形 。 此 时 能 得 到 想 要 的 


| 1 1 1 硬 
-十 二 十 二 十 一 = 二 1 二 13 十 17+19 (mod 25) 三 0 (mod 25), 


但 上 式 成 立 的 原因 是 什么 昵 ? 整数 1、13、17 和 19 看 起 来 是 随机 的 ， 
但 将 它们 相 加 之 后 却 “ 神 奇 * 地 得 到 了 我 们 想 要 的 结果 。 这 或 许 只 是 一 种 
巧合 罢了 。 那 么 再 试 一 下 2= 上 时 的 情形 : 


一 0 {mod 49)e 


“好 运 ? 再 次 降临 。 为 什么 会 出 现 这 样 的 结 朱 ?我们 并 不 清楚 等 号 元 闪 的 
每 一 项 在 模 产 时 是 如 何 被 消 掉 的 。 但 是 牢记 目标 (b)， 或 许可 以 先 证 明 
模 王 时 的 结论 ， 也 就 是 证 明 

1 1 1 ， 

工本 ~ p—1 
即使 得 不 到 有 用 的 信息 ， 这 也 不 撩 为 一 种 好 的 答 试 。《〈 此 外 ， 如 采 解 次 
不 了 模 P 了 的 情形 ， 那 么 也 不 可 能 求解 出 模 P 时 的 问题 。 ) 


实际 上 ， 证 明 等 式 (7) 会 更 容易 些 。 例 如 ， 当 了 =? 时， 有 





=0 Imod p)o [了 | 


| : 
oi eg ee 一 1 十 3 十 2 十 4 {mod 5 
] | 中 


一 0 [mod 5): 


而 当 了 = 时， 有 


1 了 工 ， 

| 
j D ob 

一 1 十 4 二 5 二 2 二 3+T6 (mod 7 

十 号 十 4 二 5 二 6 lmod 7 

i 


Tl 
1 


此 时 可 以 看 到 一 种 规律 ， 倒数 144,112,… ;1pP 一 廿 (mod p) 貌似 恰好 分 
别 宪 新 全 体 余数 1,2,… ,lp 一 1 mod pj。 例如 ， 在 上 述 卫 = 7 的 等 式 
0 人 够 重新 排列 成 1+2+3+4+5+6 的 形 
式 ， 并 且 模 7 时 它 等 于 0。 再 来 验证 一 个 更 大 模 数 的 例子 ， 当 模 数 取 11 
时 可 以 得 到 


TT 11 

二 1] 十 6 十 半 十 引 十 9 十 2 十 吕 十 7 了 二 + 5 十 10 imod 11) 
2 十 3 十 生 十 5 十 右 十 7 十 名 十 9 十 10 (mod 11) 

= Do 


这 个 技巧 说 明 了， 通过 把 倒数 午 新 排列 成 这 种 有 序 的 形式 ， 可 以 巧妙 地 
cd a 轻易 地 推广 到 (mod P) 的 情形 。 与 其 
费力 地 把 一 块 方 积木 塞 进 一 个 圆 形 洞 里 (尽管 你 卯 是 了 劲 也 能 把 它 塞 进 
去 ) ， 倒 不 如 去 寻找 一 只 更 国 的 次 不 。 因 此， 我 们 玫 在 要 仆 的 瑞生 如 找 
另 一 种 证 明 事 实 111+1/2+1/3+… 二 1/(p 一 1) = 0 (mod p) 的 方法 ， 而 
这 种 方法 至 少 应 该 可 以 部 分 地 推广 到 (mod Pp') 的 情形 。 


现在 是 时 候 来 使 用 解决 这 类 问题 时 所 积累 的 经 验 了 。 壁 如 ， 在 求解 问 古 
2.6 的 过 程 中 ， 我 们 得 知 对 称 性 或 者 反对 称 性 可 能 会 派 上 用 场 ， 尤 其 是 
在 使 运算 中 。 于 是 在 证 明 (7) 式 时 ， 退 过 把 P 一 1 奉 换 成 1， 把 P 一 2 从 
换 成 -2， 依 此 类 推 ， 可 以 让 和 式 变 得 玩具 反 对 称 性 ， 从 而 得 到 





] 1 1 | 
国人 (mod plo 
现在 ， 上 式 中 的 各 项 可 以 轻易 地 成 对 抵消 (因为 了 是 一 个 奇 素数 ， 所 以 
不 存在 无 法 配对 抵消 的 “中 间 项 *) 。 那 么 对 于 (mod P) 的 情形 ， 能 否 采 
用 同样 的 做 法 ? 


答案 是 “差不多 ”。 当 解决 mod Pp) 的 问题 时 ， 把 1 和 1pP 一 了 配对 抵 
消 ， 把 12 和 1P 一 2 配对 抵消 ， 等 等 。 如果 ftmod 产 ) 时 尝试 同样 的 配 
对 方法 ， 那 么 束 会 得 到 





ea 
| 一 | 上 一 
人 

< 上 -一 

| Iw a 
ne 
“| 5 
人 
| 上 -一 
| 
a 


上 p D 
] x ip | A (p = 2 ] ip Ea 1) /2 " [Dp 十 1] )7 2 


| ] 
RS EPE 
1 XI 人 一 二 XIP 一 了 
| 9 
十 一 一 一 一 一 一 一 一 | (mod pl)c 
(p— 1)/2 x {p+ 1)12 


文 个 去 子 乍 看 起 来 好 像 变 得 更 加 复杂 而 不 是 更 加 简单 。 但 在 等 号 的 右 
靖 ， 我 们 得 到 了 一 个 非常 重要 的 因子 PP。 于 是 ， 现 在 不 用 去 证 明 


(表达 式 ) = 0 lmod P2 
而 是 要 证 明 具 有 如 下 形式 的 表达 式 : 
(P x 表达 式 ) = 0 lmod po 
(表达 式 ) = 0 (mod mo 
换 句 话说 ， 把 (mod P) 的 问题 简化 成 一 个 (mod p) 的 问题 。 这 样 就 完成 
了 前 面 的 目标 局: 把 原 问 题 简 化 成 一 个 模 较 小 的 问题 ， 虽 然 这 会 增加 
复杂 度 ， 但 却 值得 这 么 去 做 。 


我 们 将 很 快 友 现 ， 表 达 式 看 起 来 越 来 越 复杂 从 个 过 契 一 种 4] 党 ， 因 为 
[mod p) 能 比 (mod 产 ) 消 掉 更 多 项 。 现 在 只 要 证 明 


| | | 
和 ed 一 一 一 一 0 (mod p) 
lxip—-1) 2X( 一 了 (p—1)/2 x {p+1)/2 


就 行 了 。 因 为 了 一 1 等 价 于 一 1 lmod p)，P 一 2 等 价 于 一 2 lmod p)， 
类 推 ， 所 以 上 式 可 以 人 简化 为 


咱 


依 此 


| | | 四 
dr 
或 等 价 于 
1 1 1 | 
人 1G 二 1T7575 一 0 Imod pj)o 


除了 等 号 左 端的 最 后 一 项 有 些 蜀 涩 〈 即 左 端 级 数 终 多 目 于 1/((p 一 1)/2), 
而 不 是 像 1/(p 一 1 那样 自然 的 项 ) 以 外 ， 这 个 表达 式 还 是 插 好 的 。 然 
而 ， 根 据 (一 Q)” = 二， 我 们 可 以 把 上 式 写 成 下 面 这 样 “ 对 折 ” 的 形式 


| | | | 
3 ” 交 有 ({p — 1)/2)2 
] |1 ] l |] 
lt (本 
| ] ] ] 
"Cy CR Co CE- wD 
1 1 ] 
= 十 … -十 D1 (mod pio 
因此 ， 证 明 中 二 一 二 1p 一 1)/2)* 等于 0 (mod p) 就 等 价 于 证 明 
Tp ae et 因为 后 者 具有 更 好 的 对 称 形式 ， 


所 以 处 理 起 来 也 就 更 容易 。 (对 称 性 最 好 能 被 保留 Ee 
及 挥 了 作用 为 止 ， 而 反对 称 性 则 最 好 能 尽快 消除 。) 


于 现在 上 只 需要 证 明 


] 


了 


] 
(p—1): 





l Se RE 
= 0 (mod PP (8) 


| 一 


就 可 以 完成 对 整个 问题 的 证 明 。 与 涉及 分 子 和 P” 整除 性 的 原 问 题 相 


比 ， 这 个 问题 解决 起 来 将 更 加 容易 。P” 整除 性 要 比 P 整除 性 更 强 ， 从 而 
也 更 难处 理 。 


现在 已 经 实现 了 所 有 的 战术 目的 ， 并 对 问题 进行 了 适当 的 简化 。 接 下 来 
需要 做 些 什 么 呢 ? 这 个 问题 看 起 来 好 像 与 曾 考 罕 过 的 (7) 式 有 着 密切 的 
联系 。 但 实际 上 我 们 并 不 是 在 原 地 绕 圈 。(8) 式 是 当前 的 目标 ， 它 蕴含 
着 原 问 题 ， 而 对 (7) 式 的 证 明 只 不 过 是 一 个 比 原 问题 更 简单 的 附带 问 
题 。 因 此 我 们 并 不 是 在 原 地 绕 圈 ， 而 是 辐 着 解决 问题 的 方 同 盘旋 前 进 。 
既然 已 经 证 明了 (7) 式 ， 那 么 (8) 陈 能 售 按 赂 同样 的 方法 来 证 明 呢 ? 


非常 芋 运 的 是 有 两 种 证 明 (7) 式 的 方法 : 一 种 方法 是 把 倒数 进行 重新 排 
列 ， 另 一 种 方法 则 是 各 项 成 对 抵消 。 不 过 有 些 遗 憾 ， 虽 然 成 对 抵消 的 方 
法 在 证 明 (7) 式 时 有 效 ， 但 对 证 明 (8) 式 不 会 产生 任何 作用 ， 其 主要 原 
因 残 在 于 分 母 中 的 平方 数 会 产生 对 称 性 ， 而 不 是 反对 称 性 。 然 而 ， 倒 数 
重新 排列 的 方法 是 有 望 证 明 (8) 式 的 。 再 次 把 了 = 作为 例子 (从 而 可 
以 利用 之 前 所 做 的 条 些 工作 ) : 

3 十 2 十 入 (mod 5) 
二 二 十 宇 十 人 十 4 {mod 5) 


上 述 了 ==3 时 的 证 明 过 程 同样 适用 于 一 般 的 情形 。 从 上 面 这 些 例子 中 可 
以 看 出 ， 全 体 剩 余 类 1 112173 1 一 二 (mod p) 看 起 来 好 像 只 不 
过 是 数 1,2,3,… ,(p 一 1 (mod p) 的 一 个 重 排列 。 在 讨论 的 最 后 会 给 出 这 
个 事实 的 证 明 。 因 此 ， 我 们 可 以 说 数 1/13,1/22… ,1/(p 一直 就 是 

局 22 加,… 一切 的 一 个 重 排列 。 换 名 话说， 好 





] ] ] ] 
= 有 汪 (p—1): 
EE A i yy i ee oe 


这 个 式 了 于 处 理 起 来 会 更 容易 些 ， 因 为 消 挥 了 原 式 中 的 倒数 ， 在 和 式 中 出 
现 倒 数 是 一 件 让 人 非 第 头痛 的 事 。 实 际 上 ， 利 用 标准 公式 


nint1)(2nt+1) 
6 


12 92 2 
13 十 下 十 .十 五 


(利用 归纳 法 能 够 容易 地 证 明 这 个 式 了 于 〉 可 以 消 挥 和 式 ， 从 而 证 明 (8) 
式 束 简化 为 证 明 


[ip— 1)pl2p—1) 
b 


而 且 可 以 很 容易 地 证 明 ， 当 了 是 一 个 大 于 3 的 系数 时 该 式 一 定 成 立 〈 因 
为 此 时 外 一 了 Dl2p 一 /6 是 一 个 整数 )。 


整个 过 程 孢 是 这 样 。 我 们 让 关系 陈 变 得 越 来 越 答 单 ， 直 到 它 无 法 继续 简 
化 为 止 。 尽 管 这 个 过 程 有 氮 见长 ， 但 有 时 它 却 是 求解 这 类 复杂 问题 的 唯 
一 方法 : 逐步 简化 法 。 


现在 来 证 明 倒数 did sl ee [mod p) 是 数 
1.2..…. ,(p— 1) (mod p) 的 个 置换 ， 等 价 于 证 明 每 个 非 零 的 模 上 剩余 
人 p 剩余 类 的 倒数 ， “并 且 该 蔽 余 类 是 唯一 的 。 这 个 疆 


论 是 人 很 显然 


习题 2.5 设 n 二 2 是 个 整数 。 证 明 111+112+… 十 1/n 不 是 整数 。 
[你 将 会 a (实际 上 是 个 定理 ) : 任意 给 定 一 个 正 整 
数 nn， 那 么 在 nn 和 2n 之 间 人 至少 存在 一 个 系数 。] 


=0 Imod Pio 


习题 2.6(*) 设 了 是 一 个 素数 ,上 是 一 个 不 能 被 了 一 1 整除 的 正 整 
数 。 证 明 下 十 2 十 引 十 … 十 (p 一 1 能 被 了 整除 。 (提示 : 由 于 大 
可 能 是 偶数 ， 所 以 消去 技巧 不 可 能 总 是 派 得 上 用 场 。 但 重 排列 的 技 
历 还 是 有 用 的 。 设 a 是 2Z/P2 的 一 个 生成 元 ， 那 么 当 上 不 是 了 一 1 的 
倍数 时 ，@ 取 1 (mod p)。 接 下 来 用 两 种 不 同 的 方法 计算 表达 式 


a + 2a ++ {pl1)a" (mod p), ) 


第 3 草 代数 和 分 析 中 的 例子 


我 们 无 法 逃避 这 样 一 种 感觉..…. 这 些 净 人 它们 
目 身 拥有 智 总 .它们 要 比 我 们 甚至 那些 发 现 者 更 加 聪颖 ..…. 我 们 


从 中 获取 的 要 远 多 于 最 初 为 得 到 它 而 付出 的 。 
海 因 里 布 : 攻 效 ， 弗 里 受 ' 戴 穆 援引 


大 多 数 人 都 冲 把 代数 和 数学 联系 在 一 起 。 从 未 种 意义 上 来 说 ， 这 种 说 法 
是 合理 的 。 数 学 所 研究 的 对 象 是 抽象 的 ， 比 如 数值 的 、 逆 辑 的 或 者 几何 
的 对 象 ， 而 且 这 些 对 象 还 要 满足 一 系列 精心 选择 的 公理 。 基 础 代数 的 研 
宛 对 象 是 满足 上 述 数 学 定义 的 最 简单 且 有 意义 的 东西 。 在 基础 代数 中 只 
有 10 多 个 假 令 ， 但 这 足以 让 整个 体系 具有 完美 的 对 称 性 。 接 下 来 给 出 的 
这 个 例子 是 我 最 钟爱 的 代数 恒等式 : 


二 十 于 十 … 十 二 (1 十 2 十 3 十 … 十 no 


它 在 一 定 程 度 上 说 明了 ， 前 儿 个 目 然 数 的 立方 和 忌 能 写成 一 个 平方 数 的 
形式 。 例 如 ，1 二 8+27 十 64+125 一 225 一 152。 


尽 官 代数 的 类 型 不 止 一 种 ， 但 代数 的 研究 对 象 忆 是 那些 市 有 加 、 减 、 
末 、 除 运算 的 数 。 例 如 ， 和 窍 阵 代 数 同样 上 共有 上 述 四 种 运 算 ， 但 它 研究 的 
是 一 组 数 ， 而 并 非 蛙 独 一 个 数 。 其 他 类 型 的 代数 则 使 用 了 各 种 运算 和 各 
种 各 样 的 “ 数 ”"， 但 令 人 惊 奢 的 是 ， 它 们 拥有 很 多 与 基础 代数 相同 的 性 
质 。 辟 如， 在 人 东 些 特殊 条 件 下 ， 方 阵 4 能 满足 代数 表达 式 


(TA) = 了 I+A+ 江 二 省 十 :…o 


代数 是 大 部 分 应 用 数 季 的 基础 。 力 和 学、 经 济 学 、 化 学 、 电 子 竺 和 最 优化 
理论 等 领域 的 问题 都 可 以 利用 代数 和 微 积分 来 解决 ， 其 中 微 积 分 是 代数 
的 高 等 形式 。 人 代数 确实 非常 重要 ， 而 它 的 大 部 分 奥秘 都 已 经 家 揭 开 ， 因 
人 
\ 效 小 砚 枇 。 


3.1 函数 的 分 析 


分 析 学 也 是 一 门 经 过 深入 研究 的 学 科 ， 它 与 代数 上 共有 同样 的 诈 衣 性。 从 
本 质 上 来 说 ， 分 析 学 研究 的 是 函数 及 其 性 质 。 函 数 的 性 质 越 复 洒 ， 那 么 
相应 的 分 析 理 论 也 就 越 “ 蜗 深 ”。 最 低层 次 的 分 析 竺 所 研究 的 对 象 是 那些 
SARS THO PR 





f 是 连续 函数 ，f(0)==1, 对 所 有 的 实数 m 和 n 均 有 (9) 
fmt+nt+1)= fm) + fn), 


并 推导 出 该 函数 所 满足 的 性 质 。 比 如 在 这 个 例子 中 ， 恰 好 能 够 找到 一 个 
函数 f(z) = 1+z 满足 上 面 这 些 条 件 ， 我 们 把 它 留 作 习 题 。 这 类 问题 是 
培养 数学 思维 的 一 种 好 方法 ， 因 为 题目 中 只 给 出 了 一 两 条 有 用 的 信息 ， 
所 以 解 题 的 方向 应 该 是 非常 清晰 的 。 这 可 以 看 作 一 种 “口袋 数学 ?， 在 求 
解 这 类 问题 时 ， 只 会 用 到 少量 的 “公理 ”( 即 信息 ) ， 而 不 需要 去 考虑 几 
十 个 公理 和 不 计 其 数 的 定理 。 但 是 ， 它 仍然 会 带 来 惊喜 。 


习题 3.1 设 ffz) 是 一 个 从 实数 集 到 实数 集 上 的 函数 ， 它 满足 (9) 
式 。 证 明 f(z) = 1+z， 其 中 z 可 以 取 任意 的 实数 。 (提示 : 首先 
证 明 当 z 为 整数 时 ， 该 结论 成 立 ， 然 后 证 明 当 r 为 有 理 数 时 ， 该 结 
论 也 成 立 ， 最 后 证 明 当 zx 为 实数 时 ， 该 结论 是 成 立 的 。) 


问题 3.1 《格雷 策 ，1978， 第 19 页) (*) 设 了 是 一 个 把 正 整数 映 
射 成 正 整 数 的 函数 ， 并 且 对 所 有 的 正 整数 m 均 有 ftn + 1> ffn)) 
。 证 明 A 二 7 对 所 有 的 正 整数 nn 均 成 立 。 


题目 似乎 并 没有 给 出 足以 证 明 结 论 的 信息 。 毕 竟 ， 用 一 个 不 等 式 去 证 明 
一 个 等 式 ， 这 怎么 可 能 呢 ? 其 他 此 类 问题 〈 例 如 习题 3.1) 一 般 都 会 涉 

及 函数 的 方程 ， 并 且 可 以 利用 各 种 类 似 于 蔡 换 的 方法 ， 拒 原始 信息 转化 

hs 
TD Re Lak: 


然而 ， 通 过 仔细 阅读 感 干 ， 不 难 友 现 这 个 问题 中 函数 的 取 值 是 整数 ， 而 
不 像 大 多 数 问 题 那样 ， 所 涉及 的 函数 通 第 映 味 到 实数 域 上 。 根 据 这 个 特 
扩 ， 我 们 立刻 想到 去 构造 一 个 “更 强 ” 的 不 等 式 : 


flnt+l1)> fifin))+l1o [10) 


现在 就 来 看 一 下 这 个 不 等 式 可 以 推导 出 什么 。 对 这 些 表达 式 进 行 处 理 的 
一 种 典型 方法 是 ， 用 一 些 恰当 的 值 来 替换 式 子 中 的 变量 。 于 是 ， 先 令 


n= 1: 


fi2) 之 f(tf(1))+1 


乍 看 起 来 ， 这 并 没有 提供 太 多 有 关 fl 引 或 者 ft1) 的 信息 ， 但 不 等 号 右 
痛 的 t+1 所 桓 我 们 je， 的 取 值 不 会 太 小 。 事 实 上 ， 由 于 是 映射 到 正 整 
数 上 的 函数 ，flfil) 的 取 值 必定 至 少 为 1， 那 么 112) 就 至 少 为 2。 叉 因 
为 要 证 的 殊 大 fl2) 等 于 2， 所 以 选择 的 这 个 方 同 或 许 就 是 对 的 。 [尽量 

笠 试 那些 能 让 你 与 目标 更 加 接近 的 案 略 ， 下 到 所 有 可 能 的 下 接 法 都 被 
9 通 的 为 止 。 此 时 ， 你 才 应 该 去 考虑 间接 法 或 者 〈 侦 尔 ) 答 试 
回 训 法 。] 


那么 能 合 证 明 fi3) 至 少 为 3 呢 ? 再 次 尝试 利用 (10) 式 就 可 以 得 到 

3) 二 用 ft2)) 十 1。 根 据 同 样 的 t 从 述 方法 可 知 fi3) 的 值 至 少 为 2。 能 不 能 
进一步 得 到 更 强 的 结论 呢 ? 之 前 曾 说 过 flfl1) 至 少 为 1， 那 么 或 许 
1f(2)) 就 至 少 为 2。 因为 我 们 “暗中 ”知道 A 最终 应 等 于 n 
， 所 以 也 就 知道 了 故人 人 
在 于 不 能 使 用 想 要 证 明 的 结论 。 ) 根据 这 个 思路 ， 我 们 可 以 绸 次 利用 
(10) 式 得 到 : 


Ce 


此 时 把 入 2 一 1 代入 了 公式 中 的 n。 因 为 已 经 知道 了 ft2) 一 1 的 值 至 少 为 
1， 所 以 上 去 是 成 芯 的 。 


这 样 看 起 来 ， 好 像 可 以 推导 出 fln) > n 了 。 因 为 我 们 是 利用 “f (3) 至 少 
为 2" 这 个 事实 来 证 明 “/(3) 至 少 为 的 ， 所 以 对 于 一 般 的 情况 就 应 该 使 
用 归纳 法 来 证 明 。 


但 在 运用 归纳 法 时 还 需要 一 些小 技巧 。 考 察 接 下 来 的 情形 ， 即 证 明 
fd >4。 由 (10) 式 可 知 ，1(d) > FU7(3)) +1。 由 于 已 经 知道 了 f(3) > 3 
， 于 是 为 了 能 够 得 到 了 (9) 1 二 作 我 们 希望 推 导出 TUC)> 3 为 
此 ， 需 要 一 个 形 如 < 如果 半 >3， 那 么 f(n) > 3 的 事实 。 解 决 这 个 问题 最 
简单 的 方法 就 是 ， 把 这 个 事实 包含 在 某 个 用 归纳 法 证 明 的 结论 当中 。 更 
准确 地 说 ， 我 们 将 要 证 明 ， 


引 理 3.1 对 所 有 的 严 三 于 均 有 用 2) 二 也 。 
证 明 对 使 用 归纳 法 。 


。 基 础 情形 ”= 1: 结论 显然 成 立 。 因 为 ftm) 是 个 正 整数 ， 所 以 fmm 
的 值 至 少 为 1 


。 归 纳 情形 ， 假 设 引 理 对 n 成立， 接 下 来 就 试 着 证 明 ， 对 所 有 的 
m 之 于 十 1 均 有 帮 r 宇 如 十 1。 对 于 任意 一 个 到 兰 有 二 1， 由 (10) 式 
可 得 fm > 乒 及 一] 二 1。 因为 人 一 世人 如， 所 以 大 有 一 项 之 也 
(利用 假设 可 得 )。 那 么 可 以 进一步 得 到 ; 由 于 f(m 一 >m 于 是 
再 次 利用 假设 可 得 lftm 一 1)) 三 %n。 因 此 
fn) > fm 一 1 十 1 二 nn 十 1， 这 样 就 完成 了 归纳 证 
明 。 


如 果 考 虑 引 理 3.1 的 一 种 特殊 情形 mm = m， 那 么 我 们 就 有 了 一 个 子 命 
十 : 


对 所 有 的 正 整数 nn 均 有 fn) 十。 (11) 
接 下 来 该 怎么 做 ? 与 折 有 关于 函数 方程 的 问题 一 样 ， 只 要 有 了 新 的 结 
果 ， 就 应 该 对 这 个 结果 进行 一 番 研 究 ， 并 试 着 把 它 与 以 前 的 结论 结合 起 
来 。 之 前 得 到 的 唯一 结论 是 (10) 式 ， 因 此 可 以 把 新 表达 式 代 入 (10) 
I 
结 琳 : 


flnt+1)> ffn)+12> fln}+1. 

换 句 话说 ， 即 

fint+1)> fln)o 
这 是 一 个 非常 有 用 的 式 子 : 它 意味 着 是 一 个 单调 递增 函数 ! (但 由 
(10) 式 并 不 能 明显 地 看 出 这 个 结论 ， 不 是 吗 ?) 于 是 Jo > fn 当量 
仅 当 m > n。 这 表明 了 最 初 的 天 系 式 

flint+1)> flf(ln)) 
可 以 被 改写 为 

n+l]> flnjo 
因此 ， 利 用 这 个 式 子 和 (11) 式 就 证 明了 问题 3.1 的 结论 。 


问题 3.2 。 (澳大利亚 数学 竞赛 ，1984， 第 7 页 )” 设 f 是 一 个 定 
义 在 正 整 数 上 取 整 数值 的 函数 ， 并 且 它 还 满足 下 面 这 些 性 质 : 


(a) 1\2)=2 
(b) 对 所 有 的 正 整 数 m 和 nn 均 有 fm 二 mf); 
(0) 如 果 mm > n， 那 么 fm > f(y。 
flm) > fln) 
求 A1983) 的 值 〈 并 给 出 理由 ) 。 


现在 要 找 的 是 子 的 一 个 特定 值 。 最 好 国耻 这 陪 生 二 有 有 推 划 ， 的 所 有 取 
值 ， 而 不 仅仅 是 所 1983) (1983 只 不 过 是 提出 这 个 问题 的 年 份 而 已 ) 。 

当然 ， 这 里 假定 了 只 有 一 个 解 然而 ， 该 问题 隐 人 着 这 样 一 个 事实 
由 1983) 只 有 唯一 一 个 可 能 的 取 值 (否则 答案 就 不 止 一 个 ); 又 因为 

1983 是 一 个 很 普通 的 数字 ， 所 以 有 理由 推测 只 有 唯一 的 解 六 


那么 了 具有 哪些 性 质 呢 ? 我 们 知道 1(2) = 2。 那 么 通过 反复 利用 性 质 (b) 
可 以 推出 9 一 72)7(2) =4,，f(8) = 了 (4)702) 一 8， 等 等 。 其 实 ， 通 过 简 


单 的 归纳 就 可 以 证 明 ， 对 所 有 的 n 均 有 f(t2)=2。 于 是 ， 当 xz 等 于 2 
的 方 需 时 ， 有 f(z) 二 TI。 那么 ， 对 所 有 的 z， 0) 2 或 计 也 十 成 并 的 。 


把 fz) 二 7 了 代 回 到 (a)、(b) 和 (ao 中 进行 验证 就 可 以 看 出 ，f17) = 工 是 满 
征 这 三 条 性 质 的 一 个 解 。 因此 ， 如 有 果 我 们 认为 只 有 一 个 解 二 的话 ， 
fz) = 了 工 就 是 这 个 唯一 解 。 于 是 可 以 证 明 一 个 更 一 般 且 更 清晰 的 命题 : 


能 把 正人 整数 映射 成 整数 ， 并 同时 满足 性 质 (a)、(b) 和 (0) 的 函数 只 
有 一 个 ， 那 就 是 恒 等 函 数 〈 即 ， 对 所 有 的 n 均 有 fm 二 nn) 。 


办 此 我 们 要 证 明 的 就 是 :， 如 果 了 满足 (a)、(b) 和 (co)， 那 么 f=1， 
1(2) = 2，f(3) =3， 等 等 。 先 试 着 证 明 f(1) = 1。 (对 有 关 函 数 方 程 的 
问题 ， 应 该 完 笠 试 一 些 取 值 较 小 的 例子 ， 进 而 找到 一 半角 十 页 的 “ 感 


觉 "?。) 那么 由 (0Q) 可 得 f(1) < f(2)， 而 我 们 又 知道 1(2) = 2， 所 以 7 
要 小 于 2。 但 根据 (b) 可 知 ( 令 n=1，m = 2) 

f(2) = f(1)7(2) 
从 而 有 


= 2f11)o 


这 就 意味 着 1 一定 等 于 1， 结 论 得 证 。 


现在 已 经 有 了 ft1)=1 和 f(2) =2。 那 么 fl 引 等 于 几 ? 性 质 (a) 提供 不 了 
什么 帮助 ， 而 性 质 (b) 只 能 说 明 3 引 与 其 他 一 些 像 ft6) 和 fA9) 这 样 的 数 
字 之 间 的 关系 ， 但 同样 没有 太 大 儿 助 。 由 性 质 (c) 可 以 推出 


f{2) < fF{3) < ft4)}. 
但 又 因为 1\2) =2 是 fl4) = 4， 于 是 
2 < Fl3) < 4 


而 2 和 4 之 间 只 有 唯一 的 整数 3。 因 此 帮 3 引 1 一定 是 3。 


这 为 我 们 提供 了 一 条 线索 :ft3 等 于 3 只 是 因为 113) 的 取 值 是 整数 。 
(看 看 这 与 前 面 问题 3.1 中 的 Ji > flftn)) 有 和 多么 相似 ?) 倘若 去 
挤 这 个 限制 的 话 ， 那 么 3) 束 有 可 能 是 2.1 或 者 3.5， 还 可 能 是 其 他 某 
个 值 。 现 在 来 考虑 能 个 进一步 地 利用 这 个 线索 。 


我 们 已 经 知道 帮 4) = 4， 那 么 接 下 来 就 试 着 求 出 1(3) 的 值 。 按 照 求 11 引 
的 思路 来 处 理 ft3)， 那 么 利用 性 质 (a@ 就 可 以 得 到 


fl4) < fF(5) < fF(60), 


其 中 记 抽 = 二 4。 但 fl6) 叉 是 多 少 呢 ? 不 要 担心 : 因为 6 等 于 2 乘 以 3， 
所 以 f(6) = ft2)7(3)=2x3=6。 因 此 fl 引 在 4 和 6 之 间 取 值 ， 从 而 它 
一 定 等 于 5。 这 种 方法 看 起 来 好 像 很 有 效 ; 当 n 在 1 和 6 之 间 取 值 时 ， 
我 们 已 经 求 出 了 所 有 的 Al。 


因为 新 结束 是 利用 已 有 的 旧 结 林 得 到 的 ， 所 以 我 们 强烈 地 感 贫 到 应 该 利 
用 归纳 法 来 证 明 一 般 的 情况 。 义 因为 要 使 用 的 不 仅仅 是 前 一 个 旧 结 来 ， 
而 是 之 前 奢 干 个 结果 ， 所 以 可 能 会 用 到 强 归纳 法 。 


引 理 3.2 对 所 有 的 n 均 有 fn) = m。 


证 明 使 用 强 归 纳 法 。 首 先 来 验证 基础 情形 : fl1) = 1 是否 成 立 ? 答案 
是 肯定 的 ， 己 经 证 明 过 这 一 结论 。 现 在 假设 mr 二 2， 并 假设 对 于 所 有 小 
于 m 的 n， 均 有 fl) = 二 nn。 我们 要 证 明 的 是 人 ma) = m。 通 过 对 若干 例 
子 的 观察 ， 我 们 很 快 故 现 要 把 问题 分 成 “m 是 侦 数 ”和 “m 是 奇数 "这 两 种 


情形 来 讨论 。 


情形 1: m 是 偶数 。 此 时 mw 可 以 写成 m= 2 的 形式 ， 其 中 了 是 整数 。 
由 于 nn 小 于 m， 根 据 强 归纳 假设 可 知 ft" ==n。 因此 
fm = fl2n) = 2)f(n) = 2n = mm， 这 就 是 我 们 想 要 的 结论 。 


情形 2: m 十 琳 数 。 此 时 m 可 以 写成 m= 2n+1 的 形式 。 由 性 质 (Q) 可 
得 fla2n) < flm) < fl2n+ 2), 那么 因为 n+1 和 2n 都 比 1m 小， 所 以 根据 
强 归纳 假设 有 f(27) =2n 和 fln+]) 二 n+1。 又 由 性 质 (b) 可 以 推出 

fl2n+t+2) = f2)ftn+1)=2tn 十 1) =2n 二 2， 所 以 上 面 的 不 等 式 就 变 成 了 


2n < Fm) < 2n++2, 

从 而 得 到 了 想 要 的 fm = 2n 二 1=m。 因 此 ， 不 管 是 哪 一 种 情形 ， 归 纳 
假设 都 成立 。 口 
于 是 ， 我 们 利用 强 归纳 法 证 明了 Jtm) 等 于 nm。 由 此 可 知 ， 问 题 3.2 的 答 
案 一 定 是 f(1983) = 1983。 

习题 3.2 ”把 问题 3.2 中 的 (a) 换 成 下 面 这 个 更 弱 的 条 件 : 

(a) 至 少 存在 一 个 大 于 或 者 等 于 2 的 整数 n 能 使 fm) = 成 并 。 

证 明 问题 3.2 仍然 可 以 求解 。 


习题 3.3 (#1 令 问 题 3.2 中 fl 的 取 值 为 实数 ， 而 不 仅仅 是 整 
数 ， 证 明 问 题 3.2 仍然 可 以 求解 。 扣 示 : 自 和 完 ， 对 于 不 同 的 整数 
n 和 zm 比较 2 和 ft3 的 大 小 ， 据 此 来 证 明 3) = > 
外 的 挑战 ， 把 问题 3.2 中 的 (a) 换 成 (a0)， 同 时 让 ft 的 取 值 为 实 
数 ， 求 解 问 题 3.2。 


习题 3.4 (1986 年 国际 数学 奥林匹克 大 赛 ， 第 5 题 ) \**) 找 出 
所 有 能 够 把 非 负 实数 映 射 成 非 负 实数 ， 同 时 又 满足 下 列 条 件 的 函数 
1 《如果 存在 的 话 〉: 


(a) 对 所 有 的 非 负 实数 z 和 均 有 f(zf (fy) = (z+ 
(b) f(2) = 0 

(中 如果 0<z<2， 那 么 f(z) 关 0。 

[提示 : 第 一 个 条 件 涉及 函数 值 的 乘积 ， 另 外 两 个 条 件 涉及 函数 取 
过 值 (或 非 鹤 值 )。 那么 当 国 数 值 的 季 可 等 于 0 时， 我 们 能 得 到 什 


3.2 多项式 


许多 代数 问题 都 会 涉及 一 元 多 项 却 或 者 多 元 多 项 式 ， 那 么 现在 丈 采 回 硕 
一 下 与 多 项 式 有 关 的 一 些 定 义 和 结 论 。 


我 们 把 一 元 多 项 式 记 作 函 数 fz?J， 它 具有 如 下 形式 : 
并 (了 = onT on rT an or 二 -二 ar 二 a 


或 者 古 下 面 这 种 更 加 正式 的 形式 


这 里 的 mi(i = 1,2,… ,nn) 都 是 常数 在 本 书 中 它们 总 是 被 假定 为 实 
数 ) ， 并 且 假定 an 不 等 于 零 。 我 们 把 ” 称 作 的 次 数 。 


多 元 多 项 式 〈 辟 如 ， 三 元 多 项 式 ) 并 个 像 一 元 多 项 式 那 件 共 有 深 胸 的 形 
式 ， 但 这 类 多 项 式 却 是 非 第 有 用 的 。 如 琳 中 二 站 引 的 形式 如 下 : 


fz, y, zj 一 》 0 


,mn 


那么 lz,y, 3 就 是 一 个 三 元 多 项 式 。 上 式 中 的 ktm 是 (实数 ) 常数 ; 
求 和 运算 是 对 所 有 满足 + i+m 三 n 的 非 负 整 数 k、 1 和 m 求 和 ， 同 时 
还 假定 了 人 至少 存在 一 个 非 零 的 om 满足 站 +1 二 m= 二 n。 这 里 的 n 同样 
航 称 作 的 次 数 。 次 数 为 2 的 多 项 却 和 梓 称 作 二 次 多 项 式 ， 次 数 为 3 的 多 
项 式 被 称 作 三 次 多 项 式 ， 依 此 类 推 。 如 果 多 项 式 的 次 数 等 于 0， 那 么 束 


称 其 为 平凡 或 常数 多 项 式 。 如 果 所 有 非 零 的 aksm 都 满足 器 一 + 1 
， 那 么 束 称 f ey 草 识 多 项 式 了 有 具有 下 列 性 质 : 对 于 所 有 的 
1” “是 和 和 t， Bb 


f ltr1 P ET2 9 LTm | 一 所 工 1 nh, 2 mn 1o 


例如 ，z y+>: +zz 是 一 个 次 数 为 3 的 三 元 多 项 式 (三 个 变量 分 别 是 z 
、Y 和 sz) 。 因 为 zz 这 一 项 的 次 数 为 2， 所 以 它 不 是 痢 座 多 项 式 。 


如 果 普 元 多 项 式 了 满足 ， 对 所 有 的 za,… ,zm 均 有 

小 了 1 Tm) = PT 1 那么 称 了 可 以 被 因 式 分 解 成 两 
个 多 项 式 了 和 9 的 乘积 ， 并且 忆 和 4 被 称 为 了 的 因 陈 。 很 容易 证 明 ， 一 
个 多 项 式 的 次 数 等 于 其 因 陈 的 次 数 之 和 。 如 采 一 个 多 项 式 无 法 被 因 式 分 
解 成 两 个 非 平 几 因 式 的 乘积 ， 那 么 束 称 这 个 多 项 式 古 不 可 约 的 。 


如 果 (ZT1,"… ,ZTmj 的 一 组 值 能 够 使 得 fl71,… ,Xm) = 0 成 并 ， 那 么 
71 ,TZm) 的 这 组 值 束 补 称 作 和 多项式 用 r ;Tm 的 根 。 一 元 多 项 陈 的 


根 的 个 数 可 以 与 它 的 次 数 相等 ， 实 际 上 ， 如 果 把 重 根 和 复数 根 都 计算 在 
内 ， 那 么 一 元 多 项 式 的 根 的 个 数 将 始终 恰好 等 于 它 的 次 数 。 例 如 ， 二 次 
多 项 式 f(z) =ar?+br+c 的 根 可 以 由 著名 的 二 次 求 根 公式 给 出 ; 


b+wh— dac 
= 


2a9 


对 于 三 次 和 四 座 多 项 式 ， 它 们 各 上 自 也 有 相应 的 求 根 公式 ， 但 都 更 加 繁 玉 
且 在 实际 中 没有 多 大 用 处 。 五 次 和 更 融 次 数 的 多 项 陈 根本 融 个 存在 初等 
的 求 根 公式 ! 此 外 ， 对 于 那些 含有 两 个 或 更 多 个 变量 的 多 项 式 ， 根 的 情 
况 将 变 得 更 加 复杂 。 这 些 多 项 式 通 香 会 有 无 穷 个 根 。 


束 一 个 多 项 式 而 言 ， 其 因 式 的 所 有 根 是 该 多 项 式 所 有 根 的 一 个 子 集 。 这 
个 结果 对 于 判定 一 个 多 项 式 能 合 整 除 为 一 个 多 项 式 非 剃 有用。 特别 地 ， 
因为 a 是 zx 一 a 的 一 个 根 ， 所 以 xz 一 a 能 整除 lz 的 充分 必要 条 件 就 是 
ft) = 二 0。 此外， 对 于 任意 的 一 元 多 项 式 fz) 和 任意 一 个 实数 t，z 一 +t 
总 能 整除 f(z) 一 了 (。 


现在 来 处 理 一 些 与 多 项 式 有 关 的 问题 。 


问题 3.3 (澳大利亚 数学 竞赛 ，1987,， 第 13 页 )” 设 a、b 和 c 
都 是 实数 ， 它 们 满足 





1 1 1 1 
az 
且 上 式 中 所 有 的 分 母 都 不 为 零 。 证 明 : 
] | | l a 
ee [13) 


这 个 问题 乍 看 起 来 比较 简单 。 由 于 题目 中 只 给 出 了 一 条 信息 ， 我 们 应 该 
可 以 通过 一 步 步 的 逻辑 推理 来 直接 证 明 想 要 的 结论 。 为 了 能 够 由 (12) 式 
推导 出 (13) 式 ， 自 完 想 a 到 的 可 能 束 是 把 (12) 去 的 两 器 同 时 升 到 5 次 
各 ， 这 样 束 可 以 得 到 一 个 与 想 要 证 明 的 结论 更 加 接近 的 结果 ， 但 这 同时 
会 使 等 写 左 咒 变 得 相当 复 林 。 此 外 ， 好 像 并 不 能 明显 地 看 出 有 其 他 什 
么 好 的 处 理 方 法 。 下 接 推导 的 方法 也 只 能 到 此 为 止 了 。 


再 看 一 下 题目 给 出 的 信息 ， 我 们 发 现 (12) 式 是 有 疑点 的 ， 它 与 高 中 生 不 
单 使 用 的 一 类 天 系 式 非常 相似 ， 因 为 这 类 天 系 式 容易 被 误 用 ， 所 以 噩 中 
生 常 被 告诫 不 要 轻易 使 用 它们 。 这 为 我 们 提供 了 第 一 条 真正 的 线索 : 
he KD WS Re 
(12) 37s 


OT SE ORI RE 
可 得 


ab + etea ] 





abe 十 下 十 已 
然后 交叉 相 乘 束 得 到 
ab: + ab t+act+ac +bet be + 3abc = abco i144) 


此 时 或 许 会 想到 各 种 能 用 在 这 里 的 不 等 式 : 柯 西 - 施 拟 次 不 等 式 ， 算 术 
平均 数 - 几 何平 均 数 不 等 式 ， 等 等 〈 哈 代 ，1975， 第 33-34 页 ) 。 如 果 ma 
、b 和 cc 被 限制 为 只 取 正 数 ， 那 么 这 或 许 对 解 题 是 有 帮助 的 ， 但 是 题目 
并 没有 给 出 这 个 限制 。 实际 上 ， 这 种 限制 是 不 可 能 存在 的 ， 因 为 如 果 a 
A ER 
= 


由 于 (14) 式 等 价 于 (12) 式 ， 并 且 从 代数 意义 上 来 说 (14) 了 式 也 更 加 简单 
((14) 式 中 不 包含 倒数 ) ， 可 以 试看 从 (13) 式 中 推导 出 (14) 式 。 同 样 
地 ， 直 接 法 在 这 里 也 是 行 不 通 的 。 想 要 从 另外 一 些 表 达 式 中 推导 出 某 
个 表达 式 ， 通 音 采 用 的 其 他 方法 只 有 一 种 ， 那 束 古 证 明 一 个 中 间 结 果 或 
阁 进 行 一 些 有 用 的 变量 答 换 。 (还 存在 其 他 一 些 另类 的 方法 ， 比 如 把 
(12) 式 看 作 函 数 (1/@) 二 (1) 十 ( 届 jc) 一 (1a 二 b+ 6c) 的 一 条 等 值 线 ， 然 后 
利用 微 积 分 找 出 这 条 等 值 线 的 形状 和 性 质 ， 但 最 好 还 是 先 笑 试 一 些 简 
单 的 做 法 。) 


变量 替换 的 方法 看 起 来 并 不 是 一 个 正确 的 选择 : 因为 (12) 式 和 (14) 式 已 
经 足够 简洁 ， 变 量 蔡 换 很 难 使 它们 变 得 更 加 简洁 。 于 是 ， 我 们 试图 猜想 
并 证 明 一 个 中 辐 结果 。 这 个 中 间 结 果 最 好 具有 参数 形式 ， 因 为 这 样 束 可 
以 直接 把 参数 代入 想 要 证 明 的 结论 当中 。 进 行 参数 化 的 方法 之 一 是 求解 
出 其 中 一 个 变量 ， 辟 如 a。 从 (14) 式 中 求 出 a 并 不 是 件 容易 的 事 〈( 除 非 
你 愿意 使 用 二 次 求 根 公式 ) ， 但 是 由 (12) 式 的 确 能 求 出 a。 在 依 此 求解 
出 a、 上 和 cc 并 推导 出 一 个 中 间 结 果 之 后 ， 我 们 束 可 以 证 明之 前 的 问 
题 。〔 这 个 中 辐 结果 恰好 等 价 于 下 文 将 要 给 出 的 一 个 结果 。 它 束 应 该 是 
这 样 ， 不 是 吗 ? ) 但 是 我 会 尝试 一 些 其 他 有 的 求解 方法 。 


如 果 不 进 行 参 数 化 ， 那 么 (14) 式 能 够 被 方便 地 改写 成 一 种 更 好 的 形式 。 
(14) 式 的 解 本 质 上 就 是 多 项 式 ab+ ba+t+bet+cb+tca+tac+t+2abe 的 
根 。 人 处理 多 项 式 根 的 最 好 方法 就 是 对 该 多 项 式 进行 因 式 分 解 〈( 反 之 亦 
然 ) 。 那 么 它 的 因 陈 都 是 什么 呢 ? 因为 我 们 知道 (14) 式 一 定 能 够 以 茶 种 
方式 推 寻 出 (13) 式 ， 所 以 确信 一 定 和 存在 (14) 却 的 未 种 有 效 形式 可 以 导出 
(13) 式 ， 而 多 项 式 唯 一 一 种 便于 操作 的 形式 就 是 把 它 分 解 成 右 干 因 陈 相 
乘 的 形式 。 想 要 找 出 这 些 因 式 ， 需 要 不 断 尝试 。 因 为 多 项 式 是 齐 次 
的 ， 所 以 它 的 因 式 也 应 当 是 齐 次 的 ， 因 为 多 项 式 是 对 称 的 ， 所 以 它 的 因 
式 也 应 当 第 此 对 称 ， 因 为 多 项 式 是 三 次 的 ， 所 以 它 应 该 存在 一 个 线性 
因 式 。 现 在 就 来 笠 试 形 如 a 二 8,，a 一 bp，a，a 十 b 二 Cc 和 和 a++b 一 c 等 因 
式 。《 有 可 能 存在 类 似 于 a+24 这 样 的 因 式 ， 但 由 于 它 并 不 十 分 “ 优 
美 ?， 所 以 留 到 后 面 再 答 试 。) 根据 因 式 定理 ) 很 快 友 现 a+b 以 及 类 
似 的 +c 和 c+a 都 是 这 个 三 次 多 项 式 的 因 式 。 由 此 可 以 容易 地 证 归 
(14) 式 可 以 被 因 式 分 解 成 la 十 四 由 十 Otc+ 中 。 这 就 意味 着 (12) 式 成 立 当 
且 仅 当 a+a=0 或 者 +c=0 或 者 c+a=0。 把 每 种 可 能 情况 的 解 代 入 
(13) 式 束 得 到 了 想 要 的 结 来 。 


习题 3.5 因 式 分 解 唉 十 本 十 已 一 3opc。 


习题 3.6 找 出 同时 满足 a+b+c+d=0 和 外 十 而 十 十 由 一 24 的 
所 有 整数 %u%cd。 (提示 : 不 难 猜想 出 这 些 方程 的 某 些 解 ， 但 为 了 
证 明 可 以 找到 所 有 解 ， 你 需要 把 第 一 个 方程 代入 第 二 个 方程 ， 然 后 
再 进行 因 式 分 解 。) 


多 项 式 的 “可 因 式 分 解 性 * 和 “不 可 因 式 分 解 性 ”是 数学 中 一 个 充 洱 魅力 的 
ES 
及 的 全 部 技巧 。 


问题 3.4l**) 证 明 : 对 于 任意 一 个 多 项 式 所 zj， 如 果 它 具有 形式 
f(z) = (一 ao (z 一 Q(z 一 qn) 十 1， 其 中 0;q1,… ,an 都 是 整 


数 ， 那 么 它 就 不 可 能 被 因 式 分 解 成 两 个 非 平凡 的 整 系数 多 项 式 。 
这 是 个 非常 一 般 性 的 问题 。 例 如 ， 它 表明 了 多 项 式 
(tT— lr+2a +l=r+2r— 3r—4r+i+5 


不 可 能 被 因 去 分 解 成 其 他 整 系 数 多 项 去 的 乘积 。 那 么 应 该 如 何 去 证 明 这 
个 命题 呢 ? 

假设 A 可 以 被 因 式 分 解 成 Pl?) 和 4lz) 这 两 个 非 平 几 的 整 系数 多 项 
式 ， 那 么 对 所 有 的 z 均 有 fz) = Pl7)9t?)。 这 是 一 条 非常 重要 的 信息 。 
但 要 记 住 ，f 还 具有 这 样 一 种 特殊 性 质 : 它 等 于 某 个 平方 式 加 1。 那 么 
该 如 何 利 用 这 一 特殊 性 质 呢 ? 可 以 说 A 总 是 正 的 (或 者 进一步 说 
jz 二 1) ， 但 这 只 能 说 明 P(x) 和 glz) 的 符号 相同 ， 除 此 之 外 并 没有 提 
供 任 何其 他 有 关 以 z 和 qz 的 信息 。 然而 还 有 另外 一 条 信息 : f 并 非 
普通 的 平方 式 加 1， 其 平方 式 等 于 奋 干 线性 因 式 乘积 的 平方 。 那 么 能 个 
有 效 地 利用 这 些 z 一 天 的 平方 昵 ? 

利用 因 式 的 最 好 方式 是 使 它 等 于 0， 因为 这 样 就 可 以 让 整个 表达 式 等 于 
0《 实 际 上 ， 有 时 为 了 消去 菏 个 因 式 ， 我 们 并 不 希望 看 到 该 因 式 等 于 0 
) 。 当 了 等 于 一 时，z 一 一 耽 等 于 0。 于 是 ， 我 们 想到 用 上 严 来 代 蔡 zx， 
从 而 得 到 


flai) 一 -一 下 六 十 1 = 1o 


回 过 头 来 看 Pz) 和 4t7?)， 那 么 这 个 结果 就 意味 着 


plaijglai) 一 1o 


这 又 表明 了 什么 呢 ? 如 果 我 们 不 记得 plz) 和 gtz) 都 是 整 系数 多 项 式 ， 
并 且 忘 记 了 ui 也 是 个 整数 ， 那 么 上 式 就 没什么 意义 了 。 这 个 式 子 的 关键 
就 在 于 plw) 和 4fai) 都 是 整数 ， 从 而 得 到 两 个 乘积 为 1 的 整数 。 这 只 可 
能 发 生 在 两 个 整数 同时 取 1 或 -1 的 情况 下 。 简 言 之 ， 对 所 有 的 


1 二 0,1,… ,n 均 有 
plai) = glai) = +lc 


应 话 慎 地 看 待 这 里 的 土 写 。 此 时 ， 我 们 仅仅 知道 Plai) 和 qlQi) 是 相等 
的 ， 而 它们 的 符 气 可 能 同 时 为 正 也 可 能 同时 为 负 。 


我 们 几乎 已 经 确定 了 Biao oa 以 及 下 ao da 的 取 值 ， 因 此 
多 项 式 PLY) 和 由 中 都 被 于 个 点 固定 了 。 但 多 项 式 的 目 由 度 与 它 的 次 数 
相等 。 既 然 Pq = ff， 那么 了 的 次 数 加 上 4 的 次 数 束 等 于 卫 的 次 数 2n。 这 
表明 了 其 中 一 个 多 项 式 〈 记 作 了) 的 次 数 不 会 超过 n。 总 之 ， 我 们 得 到 
了 一 个 次 数 不 超 过 nn， 同时 叉 被 n 个 给 定 的 点 限制 的 多 项 式 。 有 望 利用 
这 个 事实 来 导出 矛盾 ， 这 就 是 我 们 想 要 的 结果 。 


我 们 对 一 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 了 解 多 少 呢 ? 它 最 多 有 n 个 根 。 对 于 
p 的 根 ， 我 们 又 了 解 些 什么 ? 是 了 的 一 个 因 式 ， 因 此 的 根 也 是 了 的 
根 。 那 么 了 的 根 又 是 什么 ? 它 没有 根 〈 至 少 没有 实数 根 ) ! 由 于 了 总 
是 正 的 (实际 上 ， 它 总 是 至 少 为 1) ， 它 是 无 根 的 。 这 反 过 来 表明 了 2 
不 可 能 有 根 。 那 么 ， 一 个 多 项 式 没有 根 意味 着 什么 ? 这 意味 着 该 多 项 式 
的 图 像 不 可 能 经 过 零点 ， 也 就 是 说 ， 它 的 符号 不 会 改变 。 换 言 之 ，p 总 
是 为 正 或 者 总 是 为 负 。 这样 就 需要 考虑 两 种 可 能 的 情形 ， 但 如 果 能 够 
观察 到 其 中 一 种 情形 列 含 另 一 种 情形 ， 那 么 就 可 以 省 些 力气 。 事 实 上 ， 
如 果 存 在 因 式 分 解 flz) = plzjatzj， 那 么 就 自然 存在 另 一 种 因 式 分 解 

f(z) 二 (-p(7))(-q(z))。 因 此 ， 如 果 了 始终 为 负 ， 那 么 总 是 可 以 由 这 个 因 
式 分 解 得 到 另 一 种 新 的 分 解 方 法 ， 从 而 使 了 始终 为 正 。 


因此 ， 可 以 不 失 一 般 性 地 假定 了 始终 为 正 。 因 为 已 经 知道 了 Plai) 等 于 1 
或 -1， 并 且 还 知道 它 始 终 是 正 的 ， 所 以 对 于 所 有 的 i，Plail 一 定 等 
1。 此 外 ， 由 于 Qi 必定 等 于 Plaij)， 对 于 所 有 的 i， 也 等 于 1。 那 
么 接 下 来 该 怎么 做 ? 


Pl7) 和 qlz) 都 至 少 有 次 取 值 为 1。 那 么 从 根 的 角度 来 看 ， 这 个 结论 可 


以 表述 成 下 列 内 容 ，P(z) -1 和 gfz) -1 都 至 少 有 n 个 根 。 但 因为 pz 
自身 的 次 数 不 超 过 n， 所 以 Blz) - 1 的 次 数 最 多 为 mn。 这 就 意味 着 仅 当 
plz) 一 工 的 次 数 恰好 为 n 时 ，P() - 工 才 有 个 根 。 这 反 过 来 表明 了 

pl7) 的 次 数 也 等 于 n， 从 而 JT) 也 是 nn 次 的 。 


总 结 一 下 目前 为 止 已 经 掌握 的 信息 : 假设 7) = PlZJ4t7?)。P 和 4 都 是 取 
值 为 正 的 整 系数 n 次 多 项 式 ， 并 且 对 于 所 有 的 i 均 有 PlQi) = 外 ai 一 1， 
即 Plai) 一 1 = qlai) 一 1=0。 现 在 已 知 每 个 ai 都 是 Pt?) 一 1 的 根 。 因 为 
PE 一 1 最 多 只 能 有 nn 个 根 ， 所 以 全 体 后 就 是 Pz) 一 1 的 所 有 根 。 这 总 
味 着 PL7) 一 1 具有 如 下 形式 : 


plT)—1=rlri ar oma) (ro an). 
并 且 4lz) 一 1 也 具有 类 似 的 形式 : 
gli) —1= sr oar oa) (ro dan). 


其 中 7+ 和 s 部 十 昭 数 。 为 了 午 握 更 多 有 大 7 和 s 的 信息 ， 请 记 住 了 和 1 
部 是 整 系数 多 项 式 。 Plz) 一 1 的 前 项 系数 是 r+， 并 且 7) 一 1 的 首 项 系数 
是 s。 这 意味 看 rz 和 s 一 定 都 是 整数 。 


现在 把 Ptz) 和 qtz) 的 上 述 表 达 式 代入 原来 的 jz = plz)qlz) 中 就 得 到 


02, 小 用 由 - 
(Ta) (ra) (ran) ++l 
= {riT—a)lriomdaa)…{r— ao)t+1) 


x {stT—al(r—a).… {ro nt+1)o 


这 个 式 了 让 两 个 明确 给 出 的 多 项 式 形成 对 比 。 接 下 来 最 应 沪 做 的 事 就 是 
比较 系数 。 


通过 比较 x" 的 系数 可 以 得 到 1 = rs， 叉 因为 "和 s 都 是 整数 ， 所 以 有 
5 一 1 或 者 7=s= 一 LI。 移 假设 r=s=1， 那 么 上 面 的 多 项 陈 等 式 现 
变 成 了 


D ， 7 ; 9 . 
(IT— a) (ra) {ran) ++l 

= {raz a (rT—an t+1) 
x {zorma)…(r— a t+1)o 


通过 展开 和 消去 处 理 ， 上 式 就 变 成 了 


中 |( 工 一 如 用 工 一 ao 人 一 如 一 (0 


但 这 个 结果 是 很 荡 廖 的 《因为 该 式 必须 对 所 有 的 z 成立) 。 对 于 
“=s= -1 的 情形 ， 可 以 得 到 类 似 的 结果 。 这 样 就 完成 了 整个 证 明 ， 


习题 3.7 证 明 ; 多 项 式 f(z) = 人 -an 一 四 … 人 一 mm)+1( 其 中 
ai 都 是 整数 ) 不 能 被 因 式 分 解 成 两 个 次 数 较 小 的 整 系数 多 项 式 。 
(提示 : 假设 flz) 可 以 分 解 成 两 个 多 项 式 plz) 和 9(7)， 考 察 

plz) 一 qlz)。 注 意 ， 这 种 特殊 的 策略 也 可 以 应 用 于 问 3.4， 但 效果 并 
不 是 那么 理想 。) 


习题 3.8 设 jl7) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 并 且 议 a 和 b 都 是 整数 。 
证 明 ， 仅 当 a 和 是 两 个 相 邻 的 整数 时 ，7(a) - f(b) 才 可 能 等 
1。 (提示 : 因 式 分 解 fl 一 A)。) 


第 4 章 欧 儿 里 得 几何 


当 宏 斯 奇 里 斯 役 人 们 遗 于 时 ， 阿 其 钞 德 却 依然 被 饮 记 ， 这 十 因 为 语 
请 可 以 消亡 ， 但 数学 思想 却 能 永保 育 


一 一 戌 弗 震 : 哈 罗 德 :哈代 ， 
《一 个 数学 家 的 辩 日 》 


了 欧 几 里 得 几何 学 可 以 看 作 第 一 个 具有 现代 风格 的 数学 分 文 〈 它 用 到 了 假 
设 、 定 义 、 定 理 等 ) 。 即 便 到 了 现在 ， 几 何 学 也 依然 傈 持 厦 较 踢 的 逸 辑 
性 和 较 严 密 的 结构 ， 其 中 一 些 基 本 结束 可 以 用 来 系统 地 处 理 并 解决 有 天 
几何 对 象 和 几何 思想 的 问题 。 这 种 思想 在 与 解析 几何 相 结合 时 被 发 挥 到 
极致 。 解析 几何 把 点 、 线 、 三 角形 和 圆 放 到 二 维 平 面 坐标 系 中 ， 进 而 

束 把 几何 问题 很 目 然 地 转化 成 了 代数 问题 。 然 而 ， 几 何 学 其 正 的 上 魅力 却 
在 于 : 通过 反复 便 用 一 些 显 然 的 事实 ， 可 以 产 讶 地 证 明 那 些 看 起 来 并 不 
是 显然 成 立 的 结果 。 下 面 束 以 “泰勒 斯 定理 ”( 欧 儿 里 得 开 ，31) 为 例 来 


说 明 这 一 


定理 4.1 “【〔 秦 勒 斯 定理 ) “在 一 个 圆 中 ， 直 径 所 对 应 的 圆周 角 是 
直角 。 换 句 话说 ， 在 下 图 中 ， 有 AAPB = 90?。 


证 明 ”如 果 连 接点 O 和 点 P， 那 么 线段 OP 就 把 和 4BP 分 成 了 两 个 等 
腰 三 角形 《〈 因 为 IOP = 124| 且 |IePl =|1I283， 在 这 里 ， 用 48 来 表示 线 
段 48 的 长 度 ) 。 于 是 ， 根 据 “ 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 ”以 及 “三 角形 
的 内 角 和 等 于 180” 这 些 事 实 ， 得 到 


APB= AAPOT AO0PBQS= APAOT+ APBO 


~ PAB+ AAPBA 
一 180” — ZAPBo 


因此 ZAPB 一定 是 个 直角 。 图 


A B 


在 几何 学 中 ， 经 常会 有 这样 的 情况 出 现 ， 你 可 以 通过 画图 以 及 测量 角度 

和 长 度 来 验证 芭 些 结论 ， 但 这 些 结论 乍 看 起 来 并 不 是 显然 成 并 的 。 辟 如 

下 面 这 个 定理 ; 0 边 的 中 点 连接 起 来 ， 得 到 的 图 形 总 
征 一 个 平 行 四 边 形 。 这 些 事 实 本 映 束 具有 杂种 特定 属性 。 


问题 4.1  〈 澳 大 利 亚 数 学 竞赛 ，1987， 第 12 页 )” 设 入 ABC 是 
圆 的 内 接 三 角形 ， 它 的 三 个 内 角 24、2<5E 和 2G 的 角 平 分 线 分 别 与 


圆 相 交 于 点 万、 点 互 和 点 正 。 证 明 :， .4D 牌 直 于 EF。 
人 


E 


B 


我 已 经 在 图 中 标示 出 了 三 角形 的 内 心 工 ( 即 三 条 角 平 分 线 的 交点 ， 它 是 
很 重要 的 ) 以 及 线段 AD 和 五 忆 的 交点 MM 〈 也 就 是 将 要 证 明 是 直角 的 
地 方 ) 。 于 是 ， 我 们 就 可 以 把 想 要 证 明 的 目标 用 一 个 等 式 来 叙述 : 
ZAMF = 90°, 


这 个 问题 看 起 来 是 能 够 求解 的 : 示意 图 很 容易 画 ， 从 图 中 可 以 很 明志 地 
看 出 要 证 明 的 结论 。 对 于 这 样 的 问题 ， 征 接 法 或 许 是 个 人 不错 的 选择 。 


我 们 需要 计算 出 点 Ai 处 的 角度 。 乍 看 起 来 ， 点 并 没有 什么 特别 ， 但 
在 补充 了 菜 些 信息 之 后 ， 我 们 束 获 得 了 了 有关 其 他 和 角 撒 的 大 量 信 息 ， 这 主 
要 归功 于 各 个 角 平 分 线 、 三 角形 和 圆 。 只 要 能 求 出 足够 多 的 角度 ， 那 
么 ZAMF 或 许 耽 能 航 算 出 来 。 毕 葛 有 很 多 定理 可 以 利用 : 三 角形 的 内 
角 之 和 等 于 180"， 同 一 条 弧 上 的 强 所 对 应 的 不 同 圆 周 角 总 是 相等 的 ， 三 
角形 的 三 条 内 角 平 分 线 共 点 。 


我 们 需要 从 东 些 角 入 手 。 由 于 “主要 ”的 三 角形 是 和 4BC， 而 且 所 有 关于 


角 平 分 线 、 圆 以 及 其 他 许多 信息 都 是 于 经 A4BC 展开 的 ， 所 以 从 角 

a = LBAC, B=<4BC 和 ”=4BCA4 (习惯 上 用 希腊 字母 来 标记 角 )〉 入 
手 或 许 是 最 好 的 选择 。 显 然 ， 已 有 a+2s+7=I10 。 我 们 还 能 获得 更 多 
有 关 其 他 角 的 信息 ， 比 如 人 和 C4D = a/2〈 你 最 好 自己 动手 画 一 张 草图 并 
把 角度 标示 出 来 ) 。 于 是 就 可 以 利用 “三 角形 的 内 角 之 和 等 于 180” 这 一 
事实 来 计算 其 中 的 某 些 内 角 。 人 例如， 如果 工 是 A4BC 的 内 心 ( 即 线段 
4D、BE 和 CF 的 交点 ) ， 那 么 通过 考察 A.47C 束 能 容易 地 算出 

<AIC = 180 一 Qj2 一 7/2。 事 实 上 ， 除 了 位 于 点 MM 处 的 那些 角 之 外 ， 几 
乎 可 以 算出 所 有 相关 的 角度 ; 而 点 处 的 角 正 是 我 们 所 需要 的 。 
此 ， 必 须 把 点 Mr 处 的 角 用 那些 与 点 Mf 无关 的 角 来 表示 ， 而 做 到 这 一 点 
是 很 容易 的 。 壁 如 ， 可 以 把 期 望 等 于 90° 的 ZIMF 写成 


IMF=1830° — AMIF— AIFM = 180° — AAIF— ACFEo 


上 面 这 个 表达 式 其 实 是 一 种 进步 ， 因 为 ZAIF 和 LCFE 更 容易 计算 。 实 
际 上 ， 有 


“ATF = 180 一 47C 一 上 /2 十 了 /2 


驻 因 为 "长度 相等 的 弦 所 对 应 的 圆周 角 也 是 相等 的 ”， 所 以 
ZCFE= LCBE= /2o 
这 样 就 得 到 了 想 要 的 
ZIMF = 180° — a/2— 8/2—7Y/2= 180°— 180°/2= 90°0 


对 于 东 些 几何 问题 ， 直 接 计 算 角度 是 一 种 很 好 的 求解 方法 。 通 钊 情况 
下 ， 计 算 角度 要 比 计 算 边 长 更 容易 些 〈 计 算 边 长 需要 处 理 各 种 权 开 的 正 
弦 、 余 强 定 理 ) ， 而 且 角 度 的 计算 法 则 记忆 起 来 也 更 容易 。 对 于 那些 与 
边 长 无 关 ， 但 与 三 角形 和 圆 〈 尤 其 是 等 腰 三 角形 ) 有 着 密 切 基 隘 的 问 
题 ， 这 种 方法 是 最 好 的 选择 。 但 对 于 那些 比较 难 求 的 朋 ， 通 种 需要 和 匈 计 
算出 很 多 其 他 的 角 。 


问题 4.2 (和 秦 勒 ，1989， 第 8 页， 问题 1) 在 AB4C 中 ，2Z5 的 
角 平 分 线 与 线段 4C 相交 于 点 D，ZC 的 角 平 分 线 与 线段 AB 相交 
于 点 E; 并 且 这 两 条 角 平 分 线 相 交 于 点 OO。 假设 |ODPI = 10z， 证 
明 : 2“B4C = 60° 或 入 BAC 是 等 腰 三 角形 (或 两 者 同时 成 并 ) 。 


先 来 画 张 示意 图 。 由 于 OD 和 OE 的 长 度 相等 ， 所 以 在 作 图 时 需要 一 些 
技巧 。 但 可 以 在 这 里 使 用 一 些小 花招 ， 让 A 入 ABC 是 等 腰 三 角形 或 者 让 
ZBAC = 60? (之 所 以 这 样 做 是 因为 我 们 知道 这 是 一 定 成 立 的 ) 。 于 是 就 
有 下 面 两 种 可 能 的 男 法 。 


C 





E 


己 知 的 条 件 只 有 ICZPI = ICE， 而 想 要 证 明 的 是 一 个 看 起 来 有 些 奇怪 的 结 
论 : 该 三 角形 的 两 条 性 质 之 一 成 立 。 但 因为 这 两 条 性 质 都 与 角 有 关 等 
腰 三 角形 的 两 个 压 角 相等 ， 而 角 平 分 线 显 然 与 角 有 关 ) ， 所 以 可 以 把 
RE EE 
为 ) 。 


一 旦 决定 把 角 作 为 解决 问题 的 突破 口 ， 就 要 把 已 知 条 件 10D|= IC 用 
角 来 表述 。 最 直接 的 表达 就 是 : 因为 和 ODE 是 等 厢 三角形， 所 以 
ZODE 一 2O5D。 这 让 我 们 看 到 了 解 题 的 硕 望 ， 但 是 把 2ODDE 以 及 
ZOED 与 其 他 和 角 联 系 起 来 是 比较 困难 的 。 特 别 是 ， 我 们 要 证 明 的 就 是 
ZBAC 60° 或 LABC LACB， 因 此 希望 这 两 个 角 能 够 用 a = ZB.4C， 
9 二 ZABC 和 ”Y= 《ACB 来 表示 ( 男 外 ，AABGC 是 “主要 ”的 三 角形 ， 所 
有 其 他 的 信息 都 是 由 这 个 三 角形 得 来 的 。 它 是 一 个 逻辑 上 的 参考 系 ， 所 
有 量 都 应 当 用 这 个 “主要 ”的 三 角形 来 表示 ) 。 不 过 仍 存 在 其 他 可 以 把 边 
长 转化 为 角度 的 方法 。 


来 看 一 看 OD 和 O 巨 。 我 们 和 希望 能 把 这 两 条 边 与 角 m、2 和 7 联系 起 来 。 
联系 边 长 和 角度 的 方法 有 若干 种 ， 比 如 利用 基础 三 角 学 、 相 似 三 角形 、 
等 腰 和 等 边 三 角形 ， 以 及 正弦 和 余弦 法 则 ， 等 等 。 基础 三 角 学 需要 用 
到 直角 和 圆 ， 但 我 们 并 没有 太 多 这 方面 的 信息 。 我 们 所 拥有 的 关于 相似 


三 角形 的 信息 也 是 非常 少 的 ， 而 利用 等 腰 三 角形 的 方法 也 已 经 考 碟 过 
了 。 人 余弦 法 则 通 第 会 让 问题 变 得 更 加 复杂 而 不 是 变 得 更 简单 ， 并 且 它 还 
会 引入 更 多 未 知 的 长 度 。 这 样 ， 可 行 的 方法 惑 只 剩 下 正 引 法则 了 。 毕 
葛 ， 正 弦 法 则 可 以 直接 把 边 长 和 角度 联系 起 来 。 


于 是 ， 为 了 利用 正弦 法 则 ， 需 要 一 两 个 三 角形 ， 最 好 是 包含 了 OD 和 
OF 以 及 多 个 已 知 角 的 三 角形 。 通 过 观察 示意 网 和 估 测 角度 ， 我 们 可 以 
青 到 AAOD、ACOD、AAOE 和 A 入 BOE 或 许 能 派 上 用 场 。 因为 AAOE 
和 A 入 AOD 有 一 条 公共 边 ， 而 这 应 该 会 让 问题 变 得 更 加 人 简单， 所 以 应 当 
从 这 两 个 三 角形 入 手 。 我 们 要 始终 设法 寻找 联系 。 只 知道 两 个 量 相等 
不 一 定 有 用 ， 除 非 你 能 把 它们 以 某 种 方式 联系 起 来 。〉 因 为 只 需 要 考 
察 6 个 点 中 的 4 个 〈 即 4、 万、 五 和 GO) ， 所 以 可 以 通过 画 一 张 简 图 来 处 理 
这 4 个 点 。 “为 什么 必须 去 处 理 那些 没 用 的 杂乱 信息 呢 ? ) 


已 知 和 E40 = <D40 =a/2， 而 且 根据 “三 角形 的 内 角 之 和 等 于 180” 这 

一 事实 可 以 算出 Z4EO = 180 一 a 一 ?2=58+372。 类 似 地 ， 还 可 以 得 

到 Z4DO= 180" -aa- 8/2=7Y+B8/2。 我 们 还 能 标 出 更 多 连接 点 4、 姜 、 

人 的 角 ， 并 最 终 得 到 下 面 这 个 人 简 图 (为 了 更 加 清晰 ， 把 图 进行 旋转 
放大) 。 


D 





现在 使 用 正弦 法 则 。 为 了 得 到 关于 10DI 和 10 下 的 一 个 有 用 表达 式 ( 这 
就 是 最 初 想 要 使 用 正弦 法 则 的 原因 〉， 我 们 有 





IoD| |[ 口 -44 DA 
sin(af2) sin(y + (6/72) sin(af2 + B72) 
和 
IOE| OA4 EA| 
sin(o/2) sin(# ++ (2) sin(af2 十 了 /3 


既然 有 了 这 两 个 等 式 ， 那 么 已 知 信息 |ODI = 10 到 就 能 发 挥 作用 了 。 由 
于 边 长 |04 同时 出 现在 上 面 两 个 等 式 中 ， 应 当 用 10 二 把 |QD| 和 10 下 I 表 
示 出 来 : 


sin(a /2) 


ODD 站 攻 一 一 一 一 一 一 一 ， 
Sa | sin{”y 二 + B12) 


sinla /2) 
Rs 
sin{(8 十 /2) 


,IODI 一 IO 相当 且 仅 当 sin(y+ B/3) 一 sin(8+?/3)。 (实际 上 ,可 
es 些 荒 廖 的 情况 出 现 ， 比 如 sinlaj2) =0。 不 难看 出 ， 这 些 攻 廖 
汐 情况 只 会 出 现在 极端 前 的 退化 情形 中 ， 而 且 这 些 反常 的 情况 可 以 容易 地 
进行 单独 处 理 。 但 是 要 始终 记 住 小 心 提 防 这 些 特殊 情形 。 


现在 已 经 把 关于 边 长 的 等 式 转化 成 了 关于 角 的 等 式 。 更 重要 的 是 ， 这 些 
角 与 我 们 的 目标 涉及 角 a、5 和 7) 有 着 密切 的 联系 。 因 此 现在 的 方 
向 一 定 是 正确 的 ， 而 我 们 的 问题 也 几乎 完全 转化 成 了 一 个 代数 问题 。 
不 管 怎样 ， 两 个 正弦 值 是 相等 的 ， 而 这 又 意味 着 : 


=_: Fi, _ WS DY | 
+i/2=b+Y/s 


OE| = |04| 


或 
y+8/2= 180 — {18+ 7Y/210 


离 目 标 越 来 越 近 了 。 等 式 中 不 册 人 台 有 正弦 ， 并 且 首次 得 到 了 一 个 侣 


有 ”或 ?的 命题 。 不 难看 出 ， 第 一 种 情形 可 以 推出 上 4=?7， 而 第 二 种 情形 
可 以 推出 + 了 = 120"， 进 而 得 到 a = 60"。 于 是 ， 我 们 在 不 经 意 间 就 完 
成 了 目标 ， 这 真 够 奇妙 的 。 


事实 的 确 如 此 。 有 时 可 以 很 快 地 把 已 知 信息 转化 成 一 个 与 目标 相似 的 等 
式 〈 在 这 个 问题 中 ， 束 是 那些 涉及 角 ea、 了 和 了 T 的 式 子 ) ， 然 后 利用 一 
些 徐 单 的 代数 知识 把 它 转 化 成 想 要 的 结论 。 这 称 作 直接 法 或 者 前 同 法 。 
这 种 方法 运用 于 那些 只 涉及 简单 计算 ， 并 且 目 标 是 一 个 徐 单 天 系 式 的 题 
目 。 之 所 以 这 样 说 是 因为 通过 不 断 地 简化 和 转化 信息 ， 我 们 能 够 得 到 一 
些 越 来 越 类 似 于 目标 的 东西 ， 这 样 束 形成 了 解 题 思路 。 如 果 目 标 不 是 
很 明确 ， 那 么 可 能 要 先 对 目标 进行 转化 ， 然 后 再 确定 应 该 采取 什么 样 的 
壬 试 。 下 面 这 个 问题 就 说 明了 这 一 点 。 


问题 4.3 (澳大利亚 数学 竞赛 ，1987， 第 13 页) (*) 设 ABFE 
是 一 个 和 窍 形 ， 点 万 是 对 角 线 AF 和 BE 的 交点 。 过 点 B 的 一 条 直 
线 与 BA 的 延长 线 相 交 于 点 G， 并 与 BF 的 延长 线 相交 于 点 CGC， 这 
使 得 |DPCI = 1DG|,。 证 明 : 4B7EC = FOING4|= |GAINAEl, 


对 于 几何 问题 ， 可 以 使 用 前 辣 法 (系统 地 计算 出 边 长 和 角度 或 者 后 问 
法 把 最 后 的 结论 等 价 地 转化 成 芭 种 更 容易 处 理 的 形式 ) 。 简 时 地 田 一 
张 示意 图 并 猜测 结论 有 时 会 有 很 大 的 帮助 ， 但 这 个 问题 的 示意 图 男 起 来 
却 有 些 困 难 。 怎 样 才能 确保 IDCI= ID2GI 呢 ? 通过 几 次 试验 和 纠 错 〈 同 
时 兼顾 结论 13423171ECI=ICG4 =IG4742D) ， 我 们 最 终 画 出 一 张 合 
理 的 示意 图 。 





来 竹 试 一 下 前 同 法 。 大 刀 阔 和 痉 的 解析 几何 法 元 长 用 党 琐 ， 第 会 市 来 无 法 
预测 的 复杂 性 和 巨大 的 错误 。 所 以 我 们 把 它 看 作 最 后 的 选择 〈 虽 然 点 4 
处 的 直角 看 起 来 像 是 一 个 放置 原点 和 坐标 轴 的 合理 位 置 ) 。 向 量 几 何 法 
在 处 理 类 似 于 IDPCl = DG 这 样 的 等 式 时 也 不 是 很 好 用 【但 向 量 几何 法 
通常 要 比 解 析 几 何 法 更 简洁 ) 。 那 么 该 如 何 计 算 线 段 长 度 和 角度 呢 ? 我 
们 只 知道 矩形 有 4 个 直角 以 及 IDPCI= iDGl， 那 么 ADCG 一 定 是 等 腰 三 
角形 ， 但 这 说 明 不 了 什么 。 从 点 万 癌 直 线 CG 作 垂 线 或 者 使 用 其 他 类 似 
的 辅助 方法 都 不 会 带 给 我 们 多 少 帮 助 。( 稍 后 我 们 将 看 到 ， 构 造 一 种 特 
殊 的 辅助 线 的 确 有 用 ， 但 在 前 问 法 中 这 并 不 是 轻易 束 能 想到 的 。) 
接 下 来 尝试 后 向 法 。 想 要 证 明 的 是 三 个 比值 彼此 相等 ， 这 就 启发 我 们 要 
利用 相似 三 角形 。 能 不 能 利用 某 些 线段 ， 比 如 4B 和 FC， 来 构造 三 角 
形 呢 ? 这 可 能 行 不 通 ， 但 能 用 FE 和 FC 来 构造 三 角形 ， 并 是 线段 FE 
和 AB 的 长 度 是 相等 的 。 一 旦 确定 了 一 个 三 角形 ， 那 么 另外 两 个 与 之 相 
似 的 三 角形 就 应 该 能 够 容易 地 找 出 来 。 仪 从 图 中 的 入 FCE 中 就 可 以 看 
出 (而 且 容 易 证 明 ) 它 与 ABCG 和 AAEG 是 相似 的 ， 于 是 
EFI/FO = IGBINBC| = |GAINAElo 

另外 ， 为 了 与 要 证 的 结论 相近 ， 上 式 又 可 以 改写 成 

ABI/IFC| = IGBI/IBC| = IGAI/IAE| eo [15) 
这 样 就 证 明了 三 个 比值 中 的 两 个 ,421M EC 和 Gd 是 相等 的 。 但 是 
我 们 想 要 的 第 三 个 比值 CiG344 很 难 与 某 个 三 角形 关联 起 来 。 然 而 ， 
通过 观察 (15) 式 中 间 的 比值 ， 我 们 隐约 发 现 这 两 条 边 (GB 和 B00) 与 FC 


和 G4 存在 着 某 种 联系 。 实 际 上 ， FC 是 BC 上 的 线段 ， 而 GA 是 BG 
上 的 线段 。 这 暗示 证 明 


FclMlG4 =|GBI/|BC 
可 能 比 证 明 

4BI/IFC| = |FCIIG4| 或 |FCI/IG4| =1G4]/|4B 
更 容易 。 另 外 ， 前 者 更 具 对 称 性 且 只 涉及 一 个 等 式 。 


即便 将 要 处 理 的 是 “可 能 更 简单 ”的 式 于 ， 但 好 像 仍然 没有 相似 三 角形 可 
以 利用 。 此 时 瓯 要 对 问题 展开 进一步 处 理 。 一 种 显然 的 处 理 方 法 融 是 答 


试 重新 排列 这 些 比值 。 可 以 通过 交叉 相 乘 得 到 
FOC| x |BC| = |AG| x |BG|, 
也 可 以 通过 交换 比值 中 的 各 项 得 到 
FOCIIBG| = IGAI/IBClo 
这 些 做 法 貌似 并 没有 带 来 多 大 的 进展 。 然 而 项 |fC| x 18C| 和 


4G| x |BG| 看 起 来 却 有 点 眼熟 。 实 际 上 ， 我 们 可 能 会 想到 下 面 这 个 结果 
它 退 津 出 现在 蜗 中 数学 教材 中 ， 但 却 很 少 被 用 到 )。 


定理 4.2 点 忆 是 以 OO 为 加 心 ,7 为 半 竹 的 圆 之 外 的 一 点 。PT 是 圆 上 
的 一 条 切线 ， 与 圆 0 相 切 于 点 工 。 从 点 忆 发 出 的 一 条 射线 与 圆 O 相交 
于 点 @ 和 点 R， 那 么 有 


IPQ| x |PR| = | PIT = |POl*: 一 ro 


证 明 通过 观察 可 知 ，APe 相似 于 入 PTR， 从 而 有 
POAIPT 二 TAPN。 同 时 ， 又 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 知 
PO| = |PT| +r， 于 是 结论 得 证 。 口 





为 了 利用 定理 4.2， 首 先 要 构造 一 个 圆 。 因 为 想 要 计算 的 是 CI x EC 
和 14G| x 2cl， 所 以 这 个 圆 必 须 包含 点 严 、 点 互 和 点 4。 现 在 恰 有 一 个 
经 过 挨 扩 B 和 扩 4 的 圆 以 DD 为 圆心 (定理 4.1) 。 于 和 古 由 定理 4.2 
可 知 


FC| x |BC| = sa _ 2 
和 
AG| 江 BG 一 DG 加 六 2 


其 中 , r 是 圆 的 半径 。 又 因为 还 有 已 知 条 件 |DC1= 1DGI， 于 是 结论 得 
让 


这 是 求解 纯 几 何 问题 的 方法 : 题目 中 的 已 知 信息 看 起 来 少 得 可 怜 ， 而 要 
证 明 的 结论 又 不 是 那么 显然 ， 因 此 通常 需要 采取 一 种 特殊 的 方法 来 处 
理 。 构 造 一 副 示 意图 或 者 采用 其 他 辅助 手段 或 许 会 让 问题 变 得 清晰 起 
来 。 我 们 要 寻找 题 上 日 中 那些 能 触 友 记 忆 的 信息 。 例 如 ， 在 某 个 几何 问 
题 中 ， 如 果 你 要 证 明 的 是 ZA4BC = “4DC， 那 么 可 以 证 明 四 边 形 
4BDC' 存在 一 个 外 接 圆 (倘若 点 B 和 点 叫 位 于 线段 4AC 的 同一 侧 ) ， 
这 与 你 要 证 的 结论 是 等 价 的 。 如 果 你 要 证 明 的 是 |48|> 140C|， 那 么 可 
以 等 价 地 证 明 Z4CB > ZABG (假定 点 A4、 点 B 和 点 CG 是 不 共 线 

的 ) 。 当 问题 涉及 不 同 三 角形 的 面积 时 ， 你 可 以 利用 像 “ 等 后 且 等 融 的 
三 角形 面积 相等 ”或 者 “三 角形 的 抵 边 减 半 时 ， 其 面积 也 减 半 ” 之 类 的 事 
实 来 解 题 。 这 并 不 是 说 让 你 把 所 有 可 能 想到 的 内 容 都 在 图 中 标示 出 来 ， 
并 罗列 出 一 扒 事 实 《〈 除 非 你 实在 没有 其 他 办 法 ) ， 而 是 说 你 应 当 把 握 
住 一 些 有 根据 的 猜测 和 大 体 的 思路 。 有 时 还 可 以 尝试 利用 一 个 特殊 或 极 
症 的 例子 来 拓宽 解 题 的 思路 (例如 ， 在 上 述 问题 中 ， 可 以 考虑 四 边 形 
A4BFE 是 一 个 正方 形 ， 或 者 四 边 形 4ABFE 是 退化 的 ， 叉 或 者 

DO|= 1DG| = 0 时 的 情形 ) 。 与 此 同时 ， 还 应 当 始 终 牢 记 已 知 条 件 ( 
DO|= 1DG| 以 及 ABFE 是 个 矩形 ) 和 要 证 明 的 结论 ( 

FO| x |BC|=|4G| x |BG| 或 其 他 等 价 形式 ) ， 并 试图 让 你 的 方法 向 着 一 
些 不 寻常 的 条 件 或 结论 靠近 【在 这 个 问题 中 ,IDC| = 15DG| 看 起 来 就 有 些 
不 寻常 ) 。 毕 葛 ， 我 们 假定 要 利用 全 部 的 条 件 才 能 推导 出 所 有 的 结果 ， 
所 以 每 个 条 件 都 应 以 条 种 方式 铂 上 用 场 。 


这 里 的 关键 是 联想 到 欧 几 里 得 几何 学 中 的 杀 个 特殊 结论 ， 在 这 个 问题 中 
束 是 定理 4.2。 当 积累 了 足够 多 的 求解 几何 问题 的 经 验 之 后 ， 束 能 够 通 
过 观察 问题 的 每 一 部 分 “ 抓 住 ” 问 题 的 本 质 ， 而 这 些 有 用 的 结论 也 会 出 现 
在 我 们 的 脑海 中 〈 当 其 他 所 有 方法 都 行 不 通 时 ， 这 些 有 用 的 结论 退 常 也 
会 浮现 出 来 )。 倘 硅 没 有 这 样 的 灵感 ， 那 么 就 应 当 坚 持 使 用 解析 几何 法 
或 者 准 解析 几何 法 。〔 璧 如， 从 点 号 分 别 回 直线 4B 和 BC 做 垂 线 ， 并 
用 毕 达 哥 拉 斯 定理 来 表示 |PCl 和 |ZG 这 本 质 上 束 是 无 坐标 轴 的 解 





析 几 何 法 。) 


问题 4.4 给 定 三 条 平行 线 ，“〈 用 直 尺 和 圆规 ) 画 一 个 等 边 三 角 
形 ， 使 得 每 条 平行 线 各 包 久 该 三 角形 的 一 个 顶点 。 


乍 看 起 来 ， 这 个 问题 简单 而 且 直 接 〈 好 题目 通 各 都 是 如 此 ) 。 然 而 ， 
日 试 着 去 帅 示 意图 〈 试 一 下 ， 但 要 先 画 出 平行 线 ) 就 会 友 现 ， 想 要 真正 
使 一 个 三 角形 满足 等 边 三 角形 所 具备 的 全 部 条 件 是 多 么 具有 技巧 性 。 这 
些 条 件 实在 太 苛 刻 了 。 在 答 试 了 男 圆 、60? 角 以 及 类 似 的 图 形 后 ， 我 们 
发 现 需 要 一 些 特殊 的 技巧 才能 男 好 示意 图 。 不 过 ， 还 是 应 当 试 着 去 辆 一 
张 尽 可 能 好 的 示意 图 (或 许可 以 先 男 一 个 等 边 三 角形 ， 然 后 再 擦 挥 
它 ) ， 并 把 其 中 的 点 和 线 都 标示 出 来 。 
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一 个 明显 的 狂想 就 是 利 用 解析 几何 法 。 这 种 方法 可 能 行 得 通 ， 但 是 比较 
双 珊 。 你 最 终 需 要 利用 二 次 方程 陈 来 佑 算 点 的 位 置 ， 而 这 并 个 是 解决 问 
人 会 把 它 作 为 最 
的 选 撞 。 


求解 作 图 问题 的 标准 方法 是 ， 取 一 个 未 知 量 《点 、 线 、 三 角形 或 者 其 他 
东 些 量 ) 并 确定 它 的 轨迹 或 其 他 较 容 易 作 图 的 性 质 。 


但 在 此 之 前 ， 我 们 来 仔细 地 观察 这 个 示意 图 并 竹 试 做 一 些 力所能及 的 

事 。 不 难看 出 ， 如 来 存在 一 个 等 边 三 角形 ， 那 么 这 个 三 角形 将 可 以 沿 看 
平行 线 渭 行 ， 并 且 仍 然 满 足 所 有 的 条 件 。 因 此 ， 如 来 A4BC 是 这 样 的 
三 角形 ， 那 么 点 4 可 以 位 于 直线 4 上 的 任意 一 点 。 当 然 ， 点 旦 和 点 C 

的 位 置 将 取决 于 点 A4。 于 是 从 本 质 上 来 说 ， 可 以 把 点 4 放 在 任何 我 们 想 
要 放 的 位 置 上 ， 并 且 不 用 担心 会 因此 而 失去 一 版 性 。 中 正和 需要 关注 的 是 
太 吾 和 点 C。 由 此 可 以 看 出 ， 直 线 弹 已经 变 得 无 关 紧 要 了 : 它 只 用 来 
限制 点 4 的 位 置 ， 而 当 点 4 被 固定 在 站 上 的 茶 个 任意 点 处 之 后 ， 就 不 


再 需要 站 了。 


现在 随 着 点 4 位 置 的 确定 ， 三 角形 也 受到 了 更 多 的 限制 。 这 些 限制 或 许 
会 让 点 B 和 点 C 的 位 置 只 存在 有 限 种 可 能 的 情况 。 但 目前 为 止 我 们 还 


不 古人 很 消 想 。 


这 个 等 边 三 角形 目前 只 有 两 个 自由 度 : 方向 和 大 小 。 但 它 同 时 还 有 两 个 
限制 ;一 个 顶点 B 必须 位 于 直线 上， 而 男 一 个 顶点 C 必须 位 于 直线 
3 上。 从 理论 上 来 说 ， 这 些 条 件 应 该 足以 固定 一 个 三 角形 了 ， 但 对 于 像 
三 角形 这 样 复杂 的 对 象 ， 很 难看 出 接 下 来 应 该 怎么 做 。 目 前 我 们 可 以 做 
的 是 ， 把 一 个 未 知 量 转化 成 另 一 个 更 容易 求解 的 未 知 量 。 眼前 的 未 知 
量 束 是 等 边 三 角形 。 那 么 较 人 简单 的 未 知 量 是 什么 呢 ? 最 简单 的 几何 对 象 
是 点 。 那 么 可 以 先 确定 一 个 点 ， 例 如 点 B， 而 不 是 整个 三 角形 。 因 为 点 
B 被 限制 在 直线 上， 所 以 它 只 有 一 个 自由 度 。 什 么 可 以 确定 点 B 呢 ? 
能 够 确定 点 B 的 是 下 面 这 个 事实 : 以 4B 为 边 的 等 边 三 角形 的 第 三 个 顶 
点 〈 即 点 C) 一 定位 于 直线 上。 这 个 事实 有 些 复 杂 ， 而 且 它 仍 涉及 等 
边 三 角形 。 能 不 能 找到 一 种 更 简单 的 方法 使 得 点 如 可 以 用 点 4 和 点 五 
来 表示 呢 ? 答案 是 肯定 的 : 让 点 B 绕 着 点 4 ( 沿 着 顺 时 针 或 逆 时 针 方 
向 ) 旋转 60° 就 得 到 了 点 CC。 于 是 ， 问 题 被 简化 为 : 


给 定 扩 4 和 不 经 过 后 4 的 两 条 平行 直线 己 和 靖 。 在 亚 上 找 出 一 氮 百 
， 使 得 点 B 围绕 点 4 旋转 60" 之 后 能 够 落 在 直线 上 上 。 
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因为 现在 只 有 一 个 未 知 量 ( 点 B) ， 所 以 目 由 度 束 更 少 了 ， 而 问题 也 相 
应 变 得 更 简单 了 。 我 们 希望 点 豆 能 够 满足 如 下 两 条 性 质 : 


(a) 点 BB 位 于 直线 2 上; 
(b) 点 5 围绕 点 4 旋转 60° 之 后 能 够 落 在 直线 上 。 


性 质 (b) 用 起 来 不 太 方 便 ， 你 可 以 把 它 转化 成 : 

(b) 点 BB 落 在 由 直线 3 围绕 点 4 旋转 60° 之 后 所 得 的 那 条 直线 上 。 

也 就 是 说 ， 点 BB 位 于 直线 上， 而 3 是 由 3 围绕 点 4( 沿 着 顺 时 针 或 
逆 时 针 方 辐 〉 旋 转 60° 之 后 得 到 的 。 于 是 上 述 性 质 就 变 成 了 : 

(a) 点 BB 位 于 直线 2 上 ; 

(bn) 点 昌 位 于 直线 多 上。 


换 句 话说 ， 乓 昌 古 卫 线 和 3 的 交 操 。 束 古 这 样 的 ! 我 们 已 经 明确 地 
构造 出 点 妃 ， 那 么 这 个 三 角形 也 应 该 能 够 很 容易 地 得 到 了 。 


为 了 你 持 完 整 性 ， 下 面 给 出 整个 作 图 流程 。 


从 直线 站 上 任意 选取 一 点 A。 让 直线 3 围绕 点 4 〈 沿 着 顺 时 针 或 逆 
时 针 方向 :对 于 每 个 给 定 的 点 4， 点 B 都 有 两 个 解 ) 旋转 60"， 并 
把 旋转 后 的 直线 与 的 交点 记 作 点 B。 将 点 吾 反 问 旋 转 60? 之 后 就 
得 到 了 点 CC。 


注意 ， 当 三 条 直线 不 平行 时 ， 只 要 它们 彼此 间 的 夹 角 不 是 60"， 上 面 这 
种 作 图 法 就 仍然 适用 。 因 此 ， 平 行 线 这 个 条 件 只 不 过 是 个 干扰 信息 而 
已 。 


作 图 问题 的 解 题 思 路 与 代数 问题 一 样 ， 部 古 “ 求 解 ” 一 个 未 知 量 ， 比 如 这 
个 问题 中 的 点 B。 通 过 对 已 知 条 件 的 人 不断 转化 ， 我 们 得 到 了 一 个 形 
如 “ 太 BB 是 .…...” 的 命 书 。 为 了 给 出 一 个 类 似 的 代数 问题 ， 假 定 我 们 希望 
求 出 能 够 满足 下 列 条 件 的 5 和 ec: 


。0b 二 1 是 仿 数 ; 
e pr 一 48， 


。 上古 2 的 方才 。 
为 了 解 出 岂 现在 把 上 述 三 个 条 件 中 的 = 消 反 ， 于 是 融 得 到 了 : 


) 等 于 一 个 偶数 减 1 (也 就 是 说 ,6 是 个 奇数 ) ， 
) 等 于 48 除 以 革 个 2 的 方 寒 〔( 即 = 48,24 12,6,3,1.5,…) 。 


通过 比较 奇数 集 和 由 48 除 以 2 的 方 虹 所 得 到 的 全 体 数 构成 的 集合 ， 我 
们 肥 现 = 3。 对 于 那些 涉及 多 个 变量 的 问题 ， 采 用 逐步 消 元 法 通 币 会 
使 问题 更 容易 求解 。 这 种 方法 对 于 求解 几何 作 图 问题 同样 有 效 。 


习题 4.1 设 上 六 和 【是 两 个 圆 ， 它 们 相交 于 点 已 和 点 外 。 过 点 书 做 
一 条 直线 m 使 得 该 直线 不 经 过 点 急 ， 并 同时 满足 下 列 性 质 : 如 果 
直线 m 与 加 相交 于 点 B 和 点 P， 并 与 加 1 相交 于 点 C 和 点 已 ， 
那么 就 有 IE2 = IPPC 参见 下 图 (提示 : 找 出 点 B) 。 
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习题 42 给 定 一 个 圆 以 及 圆 内 的 两 点 4 和 B。 如 果 可 能 的 话 ， 构 
造 出 圆 的 一 个 内 接 直角 三 角形 ， 使 得 该 三 角形 的 一 条 直角 边 经 过 点 
4， 另 一 条 直角 边 经 过 点 B， 参见 下 图 提示， 找到 三 角形 的 直角 
顶点 ) 。 


a 
(7) 


习题 4.3(*) 给 定 四 个 点 4、B、C 和 喇 。 如 果 可 能 的 话 ， 构 造 一 个 
下 方形， 使 得 该 正方 形 的 每 条 边 分 别 经 过 上 述 四 点 中 的 一 个 ， 参见 
下 图 。[ 提 示 : 非常 遗憾 ， 构 造 这 样 一 个 正方 形 是 很 困难 的 ， 哪 怕 

只 是 找 出 这 个 正方 形 的 一 个 顶点 《正如 在 前 面 的 问题 中 所 做 的 那 

样 ) 也 并 不 容易 我 们 所 知道 的 只 不 过 是 顶点 被 限制 在 固定 的 圆 
上 而 已 。 解 决 这 个 问题 的 一 种 方法 是 确定 该 正方 形 的 一 条 对 角 线 。 
对 角 线 的 确定 需要 用 到 下 面 这 些 要 素 : 方 同 、 位 置 和 端点 。 一 条 对 








角 线 加 可 以 确定 一 个 唯一 的 正方 形 ， 而 单独 一 个 顶点 却 不 容易 做 
到 这 一 点 。 如 果 你 真 的 束手无策 ， 那 么 惑 试 着 去 男 一 张 漆 亮 的 大 示 
意图 : 首先 男 一 个 正方 形 ， 然 后 画 出 它 的 四 个 顶点 ， 接 下 来 分 别 画 
出 以 4B、BC、CD 和 D4 为 直径 的 圆 ， 并 标 出 对 角 线 。 充 分 利用 
这 些 圆 所 具备 的 优势 来 计算 角度 ， 找 相似 三 角形 ， 等 等 。 一 个 真正 
重要 的 提示 是 : 仔细 观察 对 角 线 和 圆 的 交点 。 另 一 种 解 题 方法 
是 : 利用 旋转 、 反 射 和 平移 让 一 条 边 与 另 一 条 边 基 本 重合 ， 由 此 来 
找到 一 条 特殊 的 边 。 总 之 ， 这 种 解法 与 上 述 方法 类 似 。] 


A Dx 


xB 





CG 
x 


问题 4.5 ”泰勒 ，1989， 和 第 10 页， 问题 4) ” 如 下 图 所 示 ， 一 个 
正方 形 被 划分 成 五 个 矩形 。 四 个 外 围 矩 形 全 、Ra、Ra 和 RB 的 面积 
相等 。 证 明 : 内 部 矩形 fio 是 个 正方 形 。 





这 是 另 一 个 “结论 不 寻 间 2 的 问题 。 乍 看 起 来 ， 四 个 外 围 年 形 的 面积 相等 
这 一 事实 似乎 并 不 能 推出 内 部 窍 形 是 个 边 长 相等 的 正方 形 。 首 先 ， 你 可 
能 会 觉得 题目 给 出 的 已 知 条 件 太 宽 汉 了 了 。 毕 竟 ， 具 有 固定 面积 的 算 形 可 
能 是 长 且 罕 的 ， 也 可 能 是 短 而 宽 的 。 为 什么 不 能 通过 调整 外 力矩 形 的 
形状 来 达到 让 内 部 窍 形变 形 的 目的 呢 ? 做 个 条 单 的 答 试 束 能 明白 为 什么 
这 样 做 行 不 通 : 每 个 矩形 都 会 受到 它 相 邻 窍 形 的 限制 。 例 如 ， 示 意图 中 
的 矩形 和 6 被 窍 形 有 和 Ra“ 限制 住 了 ”。 如 果 想 要 对 三 的 形状 做 出 调 
整 ， 那 么 R2 和 Ra 的 形状 必 将 发 生 改变 ， 而 这 义 会 进一步 导致 有 弯 
形 。 但 是 窍 形 Ra 不 可 能 同时 满 中 RB2 和 Rea 的 要 求 ， 除 非 两 者 对 Ra 的 要 
求 是 一 人 怪 的 。 在 下 图 中 ， 窍 形 Ra 可 以 与 Ba 或 者 Ra 相 匹 配 ， 但 不 能 后 
时 与 两 者 匹配 〈 还 要 记 住 如 3 与 Bz 和 Bi 的 面积 是 相等 的 ) 。 我 们 开始 
领悟 到 这 个 问题 该 如 何 去 “ 求 解 ”> 了 : 因为 要 保持 外 围 算 形 的 面积 相等 ， 
而 “ 放 平 拼接 ”也 具有 一 定 的 困难 ， 所 以 唯一 可 行 的 方法 就 是 让 内 部 矩形 
为 下 方形。 我 们 应 该 不 太 可 能 脱离 这 个 对 称 的 中 字形 结构 。 下 图 给 出 
的 这 个 例子 将 说 明 什 么 情况 下 会 出 现 错误 。 





为 了 能 够 进一步 地 推导 ， 需 要 引入 一 些 记 扎 : 更 具体 地 说 ， 需 要 使 用 一 
些 变量 来 表述 全 体 几 何 对 象 的 大 小 。 通 过 对 这 一 结构 发 生 的 “变动 ”进行 
讨论 ， 可 以 看 出 ， 一 个 矩形 《比如 定形 短 ) 将 决定 所 有 其 他 窍 形 的 位 
首 。 扩 使 得 RB2 和 Ri 固定 在 茶 个 具体 的 位 置 ， 而 这 义 进 一 步 确 定 了 了 fia 
所 在 的 位 置 。 于 是 束 有 了 一 种 代数 方法 : 假设 定形 所 的 尺寸 是 a xb， 
大 正方 形 的 边 长 是 1， 我 们 来 求 其 他 所 有 和 窍 形 的 大 小 ， 尤 其 是 fo 的 大 
小 。 这 种 方法 很 有 说 服 力 :最终 将 得 到 有 关 窍 形 Rea 的 两 个 方程 (如 来 
处 理 的 方式 不 一 样 ， 也 可 能 得 到 关于 全 、 训 或 记 的 方程 》， 从 而 就 可 
以 得 到 a 和 5 的 一 个 天 系 式 。〔 并 非 任 意 尺 寸 的 三 部 可 行 : 实际 上 ， 
我 们 要 证 明 仅 当 入 能 使 得 中 间 的 兴 形 为 正方 形 时 ， 才 是 有 效 的 三 。) 
下 面 这 个 示意 图 对 上 述 讨论 做 出 了 总 结 。 


ab/(1—a) 


Ie 
b 
i 
R, 1l—ab/(l—a) 
1—b 
ab/(1—b) 1l1—ab/(1—5b) 


为 了 让 Rs 的 面积 满足 要 求 , 令 (1 一 8/1 一 a) x (1 一 abj(l1 一 四) = ab, 

由 此 可 以 求 出 a 和 45 的 从 ， 这 样 束 你 证 了 fo 是 正方 形 。 这 种 方法 是 可 

行 的 ， 但 在 代数 计算 方面 有 些 双 琐 ， 因 此 来 答 试 一 种 更 简单 、 更 御 观 ， 

ee 标的 依赖 性 更 弱 的 方法 《〈 这 种 方法 的 主要 思想 实际 上 残 是 利 
人 | 人 示 ) 


我 们 想 要 证 明 的 是 “ 仅 当 Ro 是正 方形 时 ， 所 有 的 条 件 才 能 得 到 满足 ”。 

但 是 证 明 这 一 点 有 些 困 难 。 我 们 已 经 说 明了 所 有 量 都 可 以 用 和 矩 形 Ri 来 
表示 。 在 这 种 情况 下 ， 和 矩形 局 可 以 被 称 作 主要 图 形 ， 也 就 是 说 ， 其 他 
所 有 构造 都 依赖 于 它 。 一 旦 有 了 这 个 参照 点 ， 就 可 以 把 全 部 精力 都 集中 
在 一 个 矩形 上 。 因 为 Ro 不 像 其 他 和 珑 形 那样 容易 成 为 主要 图 形 "， 所 以 
不 必 证 明和 矩形 Ro 的 相关 结论 。 可 以 证 明 与 矩形 Rl 有关 的 结论 ， 这 要 更 


PR 四 
容 匈 些 。 


上 图 似乎 表明 了 a + 应 该 等 于 1。 实 际 上 ， 如 果 a + 等 于 1， 那 么 矩形 
RR 的 水 平 边 长 就 一 定 是 1 一 a =b。 叉 由 i 和 ffs 的 面积 相等 可 知 ，R2 


的 王 直 边 长 就 等 于 a， 进 而 可 得 个 形 天 的 垂直 边 长 等 于 1-aa =b， 依 此 
类 推 。 这 与 前 文 提 到 的 “中 字形 ”结构 非常 吻 合 ， 而 我 们 也 可 以 观察 到 
Fn 是 一 个 边 长 为 5 一 a 的 正方 形 。 于 是 我 们 提出 一 个 中 间 目 标 ， 即 证 明 
aa 十 =1。 由 于 所 有 量 都 可 以 用 am 和 来 表示 ， 和 希望 这 个 目标 能 更 容易 
实现 。 但 是 用 矩形 fio 来 表示 所 有 的 量 就 不 是 那么 容易 了 。 


忌 而 言 之 ， 已 经 证 明了 下 面 这 个 关系 链 中 的 第 二 个 缠 仿 天 系 。 


矩形 Ri,… ,Ra 面积 相等 | 45 一 1 
一 | Ro 是 正方 形 
那么 现在 只 需要 证 明 第 一 个 蕴含 关系 就 可 以 了 。 


从 解析 几何 方法 中 可 以 看 出 ， 虽 然 已 知 条 件 能 够 容易 地 转化 成 表达 式 ， 
但 是 想 要 从 这 些 表达 式 中 推导 出 结论 却 并 不 是 那么 徐 单 。 尽 管 * 面 积 相 
等 ”看 起 来 像 古 一 个 形式 非常 优美 且 较 容易 处 理 的 条 件 ， 但 题目 中 只 给 
出 了 一 系列 相等 的 乘积 ， 而 这 些 相 乘 的 项 又 与 其 他 等 式 有 关 ， 因 此 这 个 
条 件 实际 上 更 像 是 求解 问题 的 隐 碍 。 但 可 以 反问 思考 :; 试看 去 证 明 


一 [ 短 区 局 ， ,Rs 面积 不 相等 | 


或 者 利用 反 证 法 去 证 明 


pra Er 


注意 ， 在 使 用 反 证 法 证 明 时 ， 尽 管 刚 开始 有 很 多 信息 可 以 利用 ， 但 了 最 终 
的 结论 却 古 非 第 开放 且 不 确定 的 。 这 种 末 略 非常 适合 前 面 所 采用 的 定性 
分 析 法 : 我 们 不 可 能 去 改变 这 种 对 称 的 结构 ， 不 然 所 有 和 矩形 都 会 失去 平 
衡 。 因 此 我 们 会 把 更 多 的 精力 放 在 反 证 法 上 。 


假设 a+5b 过 大 ， 也 就 是 说 a+b 大 于 1， 但 同时 这 四 个 滤 形 能 够 以 条 种 
方式 你 持 面 积 相 等 。 接 下 来 我 们 就 要 推出 一 个 巴 看 。 倘 右 有 一 个 相当 大 
的 矩形 名， 那么 会 有 什么 情况 肥 生 呢 ?入 将 迫使 窍 形 a 变 得 更 短 。 实 
了 奈 上 ，fiz 的 水 平 边 长 等 于 1 一 a， 这 个 值 比 髓 的 垂直 边 长 6 更 小 ， 于 是 
Ri 要 比 所 短 。 义 因为 两 个 矩形 的 面积 相等 ， 所 以 Ri 的 垂 且 边 长 要 比 
4 的 水 平 边 长 更 长 ， 因 此 fia 比 三 更 守 。 现 在 再 来 看 一 下 Ra: 按照 类 


似 的 逻辑 推理 可 知 ，Ra 必定 会 比 本 更 宽 。 再 次 利用 同样 的 推理 可 得 ， 
算 形 i 一 定 比 Ria 更 宽 。 我 们 最 终 会 得 到 : 定形 三 一定 比 矩 形 更 
党 、 喝 短 。 这 束 意 味 看 全 比 目 且 更 搞 、 更 得， 显然 是 很 元 恋 鸭 。 这 样 
就 找到 了 矛盾 。 当 a + 小 于 1 时 也 会 有 类 似 的 状况 发 生 : 矩形 都 将 变 
得 更 宕 、 更 长 ， 而 节 终 我 们 会 推出 站 一 定 会 比 目 己 更 稚 。 这 珊 是 个 克 


这 个 问题 很 好 地 说 明了 “一 图 胜 千 式 ?。 另 外 还 要 记 住 ， 使 用 不 等 式 有 时 
要 比 使 用 等 式 更 简单 、 更 高 效 。 
习题 4.4 找 出 满足 


T+ 二 十 2 二 2 十 工 


的 所 有 正 实 数 了 ,y,3 和 所 有 正 整 数 P 了 ,4,7"7。 提示: 虽然 这 个 问题 没 
有 涉及 几何 知识 ， 但 它 的 解法 与 问题 4.5 类 似 。) 


问题 4.6 。 (AMOC 对 应 问题 ，1986-1987， 第 一 集 ， 问 题 1) 设 
ABCD 是 一 个 正方 形 ; 上 是 一 个 以 B 为 圆心 旦 经 过 点 A 的 加 ,i 是 
正方 形 内 以 4B 为 直径 的 半圆 。 设 巨 是 位 于 1 上 的 点 ， 并 且 BE 的 
延长 线 与 圆 上 大 相交 于 点 F。 证 明 : 2DAF = /ABAF。 


像 往 利 一 样 ， 先 画 一 张 示 意图 。 


4 b 


现在 要 证 明 两 个 角 相 等 。 由 于 题目 中 缺少 有 关 边 长 的 信息 ， 我 们 似乎 完 
全 可 以 通过 角 虚 来 求解 问题 。 毕 葛 ， 圆 与 角度 总 是 紧密 相连 的 。 但 是 
ZDAF 和 ZEAF 这 两 个 特殊 的 角 好 像 并 没有 很 明显 的 关联 。 为 了 建立 这 
两 个 角 之 间 的 联系 ， 需 要 用 “关系 更 密切 ”的 角 来 表示 它们 。 


从 ZzZDAF 入 手 。 角 LDAF 与 任何 三 角形 都 没有 关联 ， 但 它 与 圆 上 有 
关 。 这 里 可 以 运用 一 个 古老 的 小 定理 〈 欧 几 里 得 II，32) ， 即 一 条 弦 
所 对 应 的 圆周 角 等 于 该 弦 所 对 应 的 弱 切 角 。 在 这 里 ， 我 们 可 以 说 
ZDAF = 二 LAPF， 其 中 忆 是 圆 上 上 的 任意 一 点 ， 它 位 于 包含 点 的 弧 
4F 上 。 例 如， 可 以 说 ZDAF = ZACF。 尺 管 ZA4CF 和 DAF 一 样 没 有 
多 大 意义 ， 但 由 于 它 古 一 个 圆周 角 ， 就 这 意味 着 它 等 于 相应 圆心 角 的 一 
半 ， 即 4CF 了 = 1/2Z4BF。 因为 角 ZL4BF 与 某 些 三 角形 和 圆 相关 联 ， 
所 以 它 看 起 来 是 一 个 更 “主流 ”的 角 。 因 此 ，<DAF = 1/2<4BF 是 一 个 令 
人 非常 满意 的 结果 。 


现在 来 处 理 EAF。 这 个 角 要 比 角 DAF 更 难 应 付 ， 因 为 它 与 其 他 任何 
角 痢 没有 直接 关联 。 然 而 ZEAF 与 菜 些 更 容易 处 理 的 角 ， 比 如 2DAB 
和 LEAB 等 ， 有 公共 顶点 。 于 是 ZEAF 可 以 用 与 其 关系 密切 的 角 来 表 
示 ， 例 如 


ZEAF = LBAF— LBAE 
或 者 
ZEAF= LDAB— LDAF — LBAEo 
一 个 等 式 中 含有 一 个 非常 容易 处 理 的 角 ZBAE 和 一 个 不 太 好 用 的 角 


a 但 是 ， 第 二 个 表达 式 却 具备 了 更 多 的 优点 : 因为 <DAB 等 
90"， 并 且 己 经 求解 出 <DAF， 于 是 束 有 


EAF = 90°"— -LABF 一 <ABAEL. 


其 中 /BAE 和 ABF 都 在 同一 个 三 角形 入 4BE 中 。 由 于 已 经 把 DAF 
和 ZEAF 用 A 入 A4BE 中 的 角 表 示 出 来 了 了， 于 是 目 然 束 应 该 把 注意 力 集中 
到 这 个 三 角形 上 


入 4BE 内 接 于 一 个 半圆 。 这 提醒 我 们 应 该 使 用 泰勒 斯 定理 (定理 
4.1) ， 由 该 定理 可 知 ZBE4 = 90"。 因 为 三 角形 的 内 角 之 和 等 于 180 
所 以 这 样 就 把 角 <ABF 和 LBAE 联系 在 一 起 了 。 人 准确 地 说 ， 我 们 得 到 
了 ZABF+ LBAEB + LBEA 一 180"， 从 而 就 有 LBAE 90 一 “4BP。 现 
在 把 这 个 式 子 代入 ZE.AF 的 表达 式 ， 就 可 以 得 到 
EAF=90°— AABF/2— /BAE 
= -LABF — {90° 一 ZABRF) 
= -LABFo 


这 与 之 前 得 到 的 2DAF 的 表达 式 是 相同 的 。 于 是 束 证 明了 
LBAF = LDAF。 当 然 ， 在 给 出 具体 证 明 时 ， 还 需要 对 上 述 过 程 进行 整 
理 ， 得 到 下 面 这 样 一 长 串 等 却 : 


DAF =: 


ZEAFo 
不 过 在 寻求 管 案 的 过 程 中 ， 没 必要 瑟 得 这 么 正式 。 如 果 你 知道 目 己 想 要 


做 的 是 什么 ， 那 么 计算 出 Z“DPJ4PF 和 2“54F， 并 期 望 它们 能 够 等 于 某 个 中 
间 量 也 是 个 不 错 的 想法 。 只 要 不 断 地 党 试 简化 问题 并 建立 一 些 联系 ， 那 
么 解决 问题 的 机 会 束 会 很 快 出 现在 我 们 面前 。 (当然 ， 在 这 里 我 们 假定 
问题 是 有 人 解 的 ， 而 且 大 部 分 问题 都 不 会 出 现 无 解 的 状况 来 让 你 为 难 。) 


第 5 和 曹 解析 几何 


几何 思维 并 不 仅 限 于 几何 学 ， 它 还 可 以 脱离 几何 学 而 应 用 于 其 他 学 
科 领 域 。 在 其 他 条 件 等 同 的 情况 下 ， 如 果 假 以 几何 思维 之 手 ， 那 么 
不 管 是 在 伦理 道德 、 政 治 、 评 论 ， 还 是 在 口才 方面 ， 都 会 把 事情 做 
得 更 加 优雅 完美 。 


一 一 介 纳 德 : 丰 特 条 尔 ， 
《 论 数学 和 物理 学 的 用 途 》 


本 章 的 问题 将 涉及 几何 概念 和 几何 对 象 ， 但 解答 这 些 问 题 需要 用 到 其 他 
数学 分 文 的 思想 ， 比 如 代数 、 不 等 民 、 归 纳 法 等 。 一 种 非常 好 用 的 解 题 
技巧 是 ， 用 回 量 来 表述 几何 问题 ， 这 样 就 可 以 使 用 同 量 的 运算 定律 了 。 
下 面 给 出 一 个 例子 。 


问题 5.1  〈 澳 大 利 亚 数 学 竞赛 ，1987， 第 14 页) ”一 个 正 n 边 形 
内 接 于 一 个 半径 为 1 的 圆 。 设 工 是 由 连接 多 边 形 顶点 的 所 有 线段 的 
不 同 长 度 构 成 的 集合 。 那 么 工 中 所 有 元 素 的 平方 和 是 多 少 ? 


自 先 ， 为 “ 工 中 所 有 元 系 的 平方 和 ”起 一 个 简短 的 名 子 ， 比 如 “X”。 我 们 
的 任务 是 计算 和。 这 个 问题 称 为 “可 行 * 问 题 ， 它 既 不 是 “证 明 ..…....” 类 型 
的 问题 ， 也 不 是 “十 任 和 存在 .…...” 类 型 的 问题 ， 而 是 要 算出 条 个 数 的 值 。 
壁 如 ， 可 以 通过 直接 运用 三 角 学 知识 或 者 毕 达 哥 拉 斯 定理 来 得 到 这 个 
数 。 例 如 ， 当 n=4 时 ， 能 得 到 单位 圆 的 一 个 内 接 正 方形 。 此 时 ， 连 接 
正方 形 项 点 的 所 有 线段 的 不 同 长 度 有 : 边 长 v2 以 及 对 角 线 长 2， 所 以 
二 V2 +2 =6。 类 似 地 ， 当 n= 3 时， 我 们 只 能 得 到 一 个 长 度 ， 即 边 
长 V3， 那 么 此 时 和 = V3 =3。 由 于 n=5 时 的 结果 不 容易 计算 (除非 
你 知道 大 量 正弦 值 和 余弦 值 )， 和 暂时 忽略 它 并 去 考察 n = 6 时 的 情况 。 


当 n 二 6 时 边 长 等 于 1， 较 短 的 对 角 线 长 度 为 V3， 较 长 的 对 角 线 〈 直 
径 ) 长 度 为 2， 于 是 在 这 种 情形 下 就 有 X = 12 + V3 +22 = 8。 最 后 考察 
n 二 2 时 的 退化 情形 。 此 时 的 “多 边 形 ”就 是 一 条 直径 ， 所 以 尽 = 2 =4。 
于 是 计算 出 了 一 些 特殊 情形 下 的 臣 值 ， 如 下 所 示 。 





nn A 
dad? 4? 
3 .: 
4 b 
b 


i tga 这 是 因为 “具有 两 条 边 的 多 边 形 ”* 这 种 说 法 
A 


对 于 解答 一 般 情 形 下 的 问题 ， 上 面 这 个 小 表格 提供 不 了 太 多 线索 。 接 下 
来 先 画 一 张 示意 图 ， 并 在 图 中 标示 出 顶点 ， 这 或 许 人 为 解 题 市 来 很 大 大 
助 。 当 nn 取 某 个 国定 值 时 (例如 n= 二 5 或 n= 二 56 时) ， 可 以 把 顶点 标记 
为 半 ,BB,C 等 ， 但 对 于 一 般 情形 下 的 n， 把 顶点 标记 为 出 ,4 机 
可 能 会 更 方便 ， 如 下 图 所 示 。 





现在 就 进行 初步 的 观察 和 猜想 。 


(a) n 取 噩 数 和 侦 数 时 的 情形 是 个 一 样 的 。 当 n 取 俩 数 时 ， 有 较 长 的 对 
角 线 。 实 际 上 ， 如 打 ? 取 侦 数 ， 那 么 束 有 "< 条 不 同 的 对 角 线 ， 如 果 n 
取 奇 数 ， 则 有 7 一 2 条 对 角 线 。 


(b) 问题 的 答案 应 该 总 是 一 个 整数 。 但 这 并 不 是 一 个 很 有 把 握 的 猜想 
到 为 处 理 的 是 一 些 非常 特殊 的 正方 形 、 六 边 形 和 等 边 三 角形 ， 它 们 的 边 
长 都 需要 开平 方 根 。 不 过 ， 这 同时 也 让 我 们 看 到 一 般 解 或 许 会 更 整洁 的 
希望。 


(0) 要 计算 的 是 长 度 的 平方 和 和， 而 非 长 度 目 里 的 和 。 这 让 人 立即 想到 应 
放 莽 纯 几 何 学 的 知识 ， 而 是 考虑 利用 解析 几何 来 求解 :， 这 局 友 我 们 使 用 


问 量 、 坐 标 几 何 或 者 复数 〈 这 些 方法 和 在 本 质 上 走 一 样 的 ) 。 在 求解 涉及 
三 角 和 的 问题 时 ， 坐标 几何 法 是 一 种 求解 过 程 缓 怪 但 却 很 可 菲 的 方 
法 ， 问 量 儿 何 和 复数 这 两 种 方法 看 起 来 则 有 更 大 的 利用 价值 〈 辣 量 几何 
法 可 以 利用 后 乘 ， 复数 则 可 以 利用 复 指数 〉。 


(d) 想 要 生 接 求解 出 问题 的 众 双 几乎 是 不 可 能 的 ， 其 原因 在 于 要 计算 的 
不 是 所 有 对 角 线 长 度 的 平方 和 ， 而 是 所 有 有 共有 不 同 长 度 的 对 角 线 的 长 度 
平方 和 。 但 是 可 以 重新 客 述 这 个 问题 ， 使 它 更 容易 转化 成 一 个 方程 ( 方 
程 是 一 种 可 徘 鸭 数学 工具 ， 尺 官 它 人 不 像 示意 图 和 解 题 思路 那样 具有 局 友 
性 ， 但 操作 起 来 是 最 容 匈 的。 一般 情况 下 ， 我 们 总 是 把 下 要 的 结论 竹 
述 为 未 种 英 型 的 方程 ， 尽 官 在 组 合 数学 或 者 图 论 中 可 能 存在 一 些 例外 的 
情况 )。 不 过 ， 倘 石 只 考虑 从 多 边 形 的 条 个 定 挟 出 友 的 所 有 对 角 线 ， 那 
么 所 需要 的 全 部 长 度 都 将 包含 在 其 中 。 
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例如 ， 在 上 图 中 是 偶数 ， 并 且 有 4 条 长 度 不 同 的 对 角 线 。 如 果 你 只 考 
察 上 半圆 ， 那 么 对 角 线 的 每 个 长 度 都 恰好 出 现 一 次 。 长 度 44a|、-41.4s| 
、|444 和 |44-4| 涵 盖 了 我 们 想 要 的 所 有 长 度 。 换 名 话说， 问题 的 答案 
可 以 写成 下 面 这 个 式 子 : | 和 42| + |44a| 十 |444| 二 | 生生 | 。 对 于 更 一 
般 的 情形 ， 我 们 想 要 计算 的 就 是 | 生 直 十 … 十 | 机 4m 上， 其 中 ， 当 nn 是 
偶数 时 m = (n/2) + 1， 当 nn 是 奇数 时 m= (n+ 了 /2。 因 此 可 以 给 出 这 个 
问题 的 一 种 更 明确 的 表述 。 


设 以 点 生 , 向,… ,如 为 顶点 的 正 n 边 形 内 接 于 一 个 半径 为 1 的 圆 。 

当 n 为 偶数 时 ， 令 于 = In 十 1， 当 为 奇数 时 ， 令 束 = n+ jz 
、 | = 1 

计算 量 二 [41.42 | TT A1Anm | 的 值 。 


和 了 式 .4442 TT la 最 终 以 Am 为 结尾 ， 而 不 是 以 更 币 见 的 A 为 
结尾 ， 这 使 得 计算 不 太 方 便 。 但 是 可 以 用 “加 倍 ? 的 方法 来 解决 这 个 问题 
( 束 像 在 问题 2.6 中 那样 ) o 根据 对 称 性 ， 有 1 41 .4i| 全 |A1An +2 i|, 本 是 

人 
1 TT [AAn 1 ee ALAn a ml }o 
注意 ， 当 n 为 偶数 时 ， 对 角 线 项 | 所 4w2m| = 生计 算 了 两 次 。 对 上 式 进 


行 整 理 ， 同 时 为 了 保证 对 称 性 ， 把 上 式 再 加 上 |4 4 上 | 这 一 项 (因为 该 
项 等 于 0) 。 于 是 ， 当 nn 为 奇数 时 有 


] 
于 = 了 (44 + |AAl + + |A1An|) (16) 
1 ; 
X= (Ml TAA Fs Adal 4 2 (17) 


(上 式 中 的 2 来 自 于 额外 的 对 角 线 项 | 抽 4w2+1| =4 与 1/2 的 乘积 。) 
现在 束 可 以 很 目 然 地 引入 量 


Y= |Add + |A1Aa| + + |AiAnl", 

并 试 着 计算 Y 的 值 ， 而 非 XX 的 值 。 这 样 做 的 好 处 在 于 以 下 几 点 。 

. rt Y 的 值 ， 就 可 以 根据 (16) 式 和 (17) 式 马 上 推出 让 的 

。y 具有 比 x 更 好 的 形式 ， 从 而 Y 有 望 更 容易 计算 。 

. Ee Y 的 过 程 中 ， 不 必 区 分 n 是 偶数 还 是 奇数 ， 这 样 就 减少 了 工 

量 。 

再 来 回顾 一 下 前 面 %= 3 46 这些 较 小 取 值 时 的 表格 ， 并 计算 出 这 些 情 
形 所 对 应 的 站 值 ( 可 以 利用 (16) 式 和 (17) 式 )。 


[18) 


n ~ Y 
27 4? 4? 
3 如 
4 b 局 
0 吕 12 


根据 这 个 表格 ， 可 以 推测 出 站 = 2n。 由 (16) 式 和 (17) 式 可 知 ， 这 意味 
着 当 1n 为 奇数 时 夸 = mn; 当 守 为 倡 数 时 大 =n 十 2。 这 或 许 就 是 正确 答 


条 ， 但 还 珊 要 进一步 给 出 证 明 。 


现在 是 时 候 来 使 用 同 量 儿 何 了 ， 因 为 它 提 供 了 一 些 有 用 的 工具 来 处 理 像 
(18) 式 这 样 的 表达 式 。 因 为 同 量 w 的 长 度 的 平方 可 以 徐 音 地 用 它 目 身 的 
点 乘 运 算 w.v 来 表示 ， 所 以 可 以 把 YY 写成 

Y = 人 (一 看) 人 一 4 二 一 下 六 人 一 4 二 

(A le | (A An)o 
此 时 ， 直 ;…* ;被 看 作 同 量 ， 而 不 是 点 。 可 以 把 坐标 原点 放 在 任意 位 
置 上 ， 但 是 最 符合 馆 辑 的 做 法 是 以 圆 的 中 心 为 坐标 原点 〈 放 优 做 法 是 让 
41 作为 坐标 原点 ) 。 把 坐标 原点 放 在 圆心 位 置 上 ， 最 直接 的 优势 就 在 于 
所 有 问 量 4，… ,如 的 长 度 都 等 于 1， 于 是 怠 有 
4 4 一生 :由 =… 一 上 :和 =1。 特别 是 可 以 利用 向 量 运算 得 到 


[L41 一 下 id 一 4 下 4 一 24 4 十 由 一 2 一 241 .4 


于 是 YY 可 以 展开 成 


六 一 人 一 241 41 十 但 一 241 4) 十 十 [2 一 2.A1: .An)o 
经 过 合并 和 化 何 处 理 ， 得 a 到 
Y 一 2 一 24 14 十 4 十 :… 十 .441o 
己 经 猜 到 了 = 2n 了 。 如 果 可 以 证 明 同 量 和 重 十 下 十 二 和 等 于 0， 那 


么 猿 想 束 得 到 了 了 证实。 由 对 称 性 可 知 ， 这 是 显然 成 并 的 。 (由 于 这 些 同 
量 以 同样 的 力度 天 着 各 个 方 同 “ 拉 伸 ”， 它 们 合成 的 结果 融 一 定 为 0。 也 
可 以 说 ， 正 多 边 形 的 质心 与 它 的 中 心 是 重合 的 。 我 们 总 是 在 设法 利用 对 
称 性 。) 于 是 Y= 2n， 那 么 就 可 以 进一步 得 到 ， 当 nn 为 奇数 时 下 =n; 
当 为 偶数 时 夭 = 于 十 2。 


有 些 人 可 能 对 上 面 轻 摘 汉 写 地 论述 出 十 十 和 = 一 0 的 对 称 性 感到 不 
满 。 可 以 利用 三 角 学 或 者 复数 的 知识 来 给 出 一 个 更 具体 的 证 明 ， 但 这 里 
还 有 一 种 更 清晰 的 方法 来 论证 对 称 性 ， 或 许 能 让 你 更 加 满意 : 记 


J 三 相 十 … 十 4w。 现 在 让 整个 平面 围绕 原点 旋转 360 /nw， 这 使 得 所 有 顶 
所 A 都 移 到 下 一 个 顶点 位 置 处 ， 但 它们 的 和 0 二 起 十 一 十 相 


并 没有 发 生 改变 。 换 言 之 ,wv 围绕 原点 旋转 360 /jn 之 后 仍然 回 到 起 始 位 
兽 ， 而 能 使 上 述 结论 成 立 的 v 只 能 是 v=0， 于 是 得 到 了 想 要 有 的 
Al i 十 起. = 0, 


对 于 上 述 论证 ， 可 以 给 出 物理 解释 。 事 实 上 ， 平 方 和 YY 根本 就 是 二 的 
转动 惯量 ， 于 是 可 以 利用 平行 轴 的 施 泰 纳 定理 〈( 博 俘 符 ，1961， 第 370 
页 ) 将 旋转 点 移 到 重心 位 置 上 。 


习题 5.1(**) 证 明 : 单位 立方 体 在 任意 平面 上 的 投影 面积 等 于 该 立 
方 体 在 该 平面 垂 线 上 的 投影 长 度 。[ 提 示 : 存在 一 种 简单 的 向 量 解 
法 ， 但 这 种 方法 要 求 熟练 应 用 同 量 又 和 滋 以 及 相关 运算 。 首 先 ， 选 取 
一 个 好 的 坐标 系 ， 并 找 出 你 认为 最 容易 处 理 的 同 量 。 然 后 ， 利 用 回 
量 的 又 乘 、 点 乘 运 算 以 及 大 量 成 对 的 垂直 向 量 所 带 来 的 便利 ， 写 
出 题目 要 证 明 的 结论 并 进行 相关 运算 。 此 外 ， 还 要 利用 某 些 回 量 ， 
具有 单位 长 度 这 一 事实 〈 从 而 有 uv=1) 。 最 后 ， 一 旦 找到 了 解 
题 方 法 ， 你 就 可 以 重新 书写 证 明 过 程 ， 并 进一步 观察 利用 回 量 求解 
有 多 么 人 简洁。] 


问题 5.2t*) 一 个 矩形 被 划分 成 寿 干 个 小 矩形 ， 其 中 每 个 小 算 形 都 
全 少 有 一 条 长 度 为 整数 的 边 。 证 明 : 这 个 大 炬 形 全 少 有 一 条 长 度 为 
整数 的 边 。 


这 个 问题 看 起 来 很 有 意思， 应 该 会 有 一 个 令 人 请 意 的 解 谷 。 但 是 这 个 续 
论 有 些 奇 怪 : 如 朱 每 个 小 窍 形 都 有 一 条 《也 可 能 有 很 多 条 ) 长 度 为 整 效 
的 边 ， 那 么 为 什么 大 赵 形 也 应 该 有 一 条 长 度 为 整数 的 边 昵 ? 如 宋 研 究 的 
对 象 个 是 窃 形 ， 而 是 线段 ， 那 么 情况 吏 变 简单 了 : 因为 长 线段 是 由 石 
干 个 长 度 为 整数 的 小 线段 组 成 的 ， 所 以 长 线段 的 长 度 殉 是 行 干 整数 之 
和 和， 当然 束 是 个 整数 。 这 种 一 维 情形 不 能 耳 接 为 二 维 情 形 所 供 明 显 的 如 
助 ， 但 却 近 示 我 们 利用 下 和 面 这 条 线索 : 整数 之 和 仍 然 古 一 个 整数 。 根 
所 这 个 事实 ， 我 们 立即 想到 引入 一 个 便于 使 用 的 概念“ 整数 边 "， 即 长 度 
为 整数 的 边 。 


但 是 ， 这 个 问题 还 可 能 与 拓扑 学 、 组 合 学 ， 甚 至 更 复杂 的 数学 分 文 有 关 
联 。 之 所 以 这 么 说 主要 是 因为 题目 中 提 人 到 了 “划分 ”一 词 。 这 样 的 说 法 有 
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几 ) 的 划分 。 


我 们 得 到 了 两 个 小 矩形 ， 并 且 它 们 部 全 少 有 一 条 整数 边 。 但 这 些 整 数 边 
可 能 十 水 平 的 ， 也 可 能 是 垂下 的 ， 无 法 确定 具体 十 哪 种 情况 。 假 设 左 侧 
的 小 定形 有 一 条 垂 御 的 整数 边 。 因 为 这 条 垂 利 也 的 长 度 与 大 官 形 垂 生 边 
的 长 度 相等 ， 所 以 吏 证 明了 大 矩形 有 一 条 整数 边 。 那 么 ， 接 下 来 融 假 
设 左 侧 的 小 矩形 有 一 条 水 平 的 整数 边 。 


按照 类 似 的 推理 过 程 ， 可 以 假设 右 侧 的 小 矩形 有 一 条 水 平 的 整数 边 。 因 
为 大 窍 形 的 水 平 边 长 等 于 两 个 小 窍 形 的 水 平 边 长 之 和 和， 所 以 大 矩形 就 有 
一 条 水 平 的 整数 边 。 因 此 ， 对 于 大 窍 形 被 划分 成 两 个 小 滤 形 这 种 特殊 情 
形 ， 我 们 完成 了 对 这 个 问题 的 证 明 。 但 它 应 该 如 何 推广 到 一 般 情 形 呢 ? 
〈 仅 当 例子 能 够 揭示 出 如 何 解 决 一 般 问题 时 ， 它 才 是 有 用 的 。) 通过 
观察 上 述 证 明 过 程 ， 及 现 如 下 两 个 关键 要 素 。 


(a) 必须 分 情况 讨论 。 这 是 因为 每 个 小 窍 形 的 整数 边 可 能 是 垂直 的 ， 也 
可 能 是 水 平 的 。 


(b) 证 明 大 趋 形 有 一 条 往生 整数 边 的 唯一 途径 是 ， 找 到 “一 系列 "具有 于 
卫 整 数 边 的 小 窍 形 ， 并 且 这 些小 沧 形 能 够 以 芭 种 恰当 的 方式 “合成 ”大 算 
形 。 下 面 给 出 一 个 例子 ， 其 中 灰色 的 小 滤 形 部 有 一 条 水 平 的 整数 边 ， 于 
征 大 窃 形 也 必定 有 一 条 水 平 的 整数 边 。 


根据 这 些 模糊 的 想法 ， 我 们 提出 下 面 这 个 不 很 明确 的 划 略 。 


找到 一 系列 具有 水 平整 数 边 的 小 滤 形 或 者 一 系列 具有 和 垩 直 整 数 边 的 
小 矩形 ， 使 它们 能 够 以 东 种 方式 “合成 ”大 窍 形 的 一 条 水 平整 数 边 或 
五 且 整 数 边 。 


要 对 每 一 种 可 能 的 划分 都 找到 这 样 一 系列 小 矩形 。 划 分 很 难处 理 ， 而 每 
个 小 窃 形 的 整数 边 有 可 能 是 水 平 的 ， 也 有 可 能 是 于 下 的 。 有 些小 矩形 还 
可 能 同时 拥有 水 平 的 和 垂直 的 整数 忆 。 那 么 该 如 何 去 寻 找 能 够 处 理 所 有 
这 些 可 能 情况 的 方法 呢 ? 


首先 竺 夸 这 个 问题 : 这 一 系列 小 矩形 是 如 何 肥 挥 作用 的 呢 ? 如 条 能 够 找 
到 厂 干 个 有 水 平整 数 边 的 小 矩形 ， 并 且 它 们 像 上 图 中 那样 一 个 接 一 个 地 
厅 密 “连接 ”在 一 起 ， 那 么 大 窍 形 束 有 一 条 水 平 的 整数 边 ， 这 是 因为 大 窍 
形 的 水 平 边 长 区 等 于 所 有 小 窍 形 的 水 平 边 长 之 和 。 换 人 句 话说 ， 如 果 
FG 
各 之 和 。) 


在 寻找 这 梓 一 系列 小 窃 形 的 过 程 中 ， 我 们 过 到 的 一 部 分 困难 是: 不 知道 
哪些 小 窍 形 有 水 平整 数 边 ， 哪 些小 定形 有 垂直 整数 边 。 为 了 使 可 能 的 情 
况 更 形象 化 ， 想 象 全 体 具 有 水 平整 数 边 的 小 矩形 都 被 染 成 了 绿色 ， 而 全 
体 共 有 垂下 整数 边 的 小 矩形 午 被 染 成 了 红色 。 《同时 具有 水 平整 数 边 


和 垂直 整数 边 的 小 矩形 也 很 好 处 理 : 指定 它们 染 成 两 种 颜色 之 一 即 

可 。) 现在 所 有 的 小 矩形 虱 伞 染 成 了 绿色 或 者 红色 。 接 下 来 束 要 找到 一 
系列 绿色 的 小 窍 形 ， 使 得 大 窍 形 的 两 条 牌 且 边 能 够 被 这 些 绿 色 的 小 矩形 
连 退 起 来 ， 或 者 找到 一 系列 红色 的 小 矩形 ， 使 得 大 窍 形 的 两 条 水 平 边 
能 够 被 这 些 红色 的 小 矩形 连 退 起 来 。 


征 接 证 明 法 好 像 是 行 不 通 的 ， 试 一 下 反 证 法 。 假 设 绿 色 的 小 起 形 无 法 连 
通 大 起 形 的 两 条 垂下 边 。 那 么 这 两 条 垂 生 边 为 什么 无 法 连通 呢 ? 其 原因 
在 于 绿色 小 矩形 的 数量 不 够 多 : 它们 必定 是 被 一 些 红色 的 小 窍 形 阻 断 

了 。 能 够 阻 断 绿色 小 窍 形 连通 两 条 竺 直 边 的 唯一 方法 就 是 ， 红色 小 和 窍 

形 构成 了 一 个 无 颖 的 屏障 。 但 这 个 由 红色 小 窍 形 构成 的 无 颖 屏障 一 定 可 
以 连通 大 矩形 的 两 条 水 平 边 。 因 此 ， 要 么 存在 一 系列 绿色 小 赵 形 连通 大 
趾 形 的 两 条 对 下边 ， 要 么 存在 一 系列 红色 小 定形 连通 大 矩形 的 两 条 水 平 
边 。【( 熟 入 六 员 棋 游戏 的 人 或 计 能 看 出 这 里 的 相似 之 处 。) 


(顺便 提 一 下 ， 尺 管 上 面 这 上 段 文 字 已 经 很 直观 地 叙述 了 其 中 的 原理 ， 但 
是 想 要 严谨 地 从 拓扑 学 角度 来 证 明 它 还 需要 人 花费 些 功 夫 。 简 单 地 说 ， 全 
体 绿色 区 域 所 构成 的 集合 可 以 划分 成 石 干 相连 的 子 集合 。 假 设 所 有 这 些 
子 集合 都 无 法 连通 大 矩形 的 两 条 甜 直 边 ， 那 么 考虑 由 左 侧 尉 直 边 以 及 
与 其 相连 的 所 有 绿色 子 集合 构成 的 并 集 ， 而 且 这 些 绿 色 子 集合 也 必须 是 
彼此 相连 的 。 于 是 ， 从 外 侧 连 接 设 并 集 边界 的 一 个 小 的 条 形 区 域 将 被 染 
ca 
红色 小 害 形 。 ) 


现在 还 有 一 个 小 问题 ， 即 验证 那些 连通 大 矩形 两 条 垂直 边 的 绿色 小 窍 形 
硝 实 能 够 你 证 大 窃 形 有 一 条 水 平整 数 迎 。 这 里 真正 成 为 问题 的 是 那些 多 
余 的 沧 形 ， 它 们 很 容易 被 于 挥 。 仪 仅 在 角 上 相连 的 沧 形 不 会 是 问题 ， 肥 
问 连接 的 定形 也 很 容 易 处 理 。 (只 要 减 去 而 不 是 加 上 相应 的 整数 边 束 
行 了 ， 不 过 边 长 之 和 始终 是 一 个 整数 。) 


问题 5.3 泰勒，1989,， 第 8 页 ) ”平面 上 存在 一 个 有 限 点 集 ， 

其 中 任意 三 点 都 不 共 线 。 一 些 点 由 线段 相连 ， 但 每 个 点 至 多 在 一 条 
线段 上 。 现 在 执行 下 面 的 操作 : 取 两 条 相交 的 线段 ， 比 如 .4B 和 

CD， 然 后 删除 它们 并 用 线段 4C 和 5 来 代 蔡 。 那 么 ， 请 问 这 种 
操作 能 人 否 无 限 地 进行 下 去 ? 


首先 应 该 验证 一 下 ， 这 种 操作 不 会 导致 任何 退化 或 者 有 坚 义 的 状况 友 
生 。 特 列 是 ， 我 们 不 希 鹿 出 现 * 长 度 为 零 的 线段 ?下 者 “两 条 线段 重合 ”的 


情况 。 这 束 古 给 出 “每 个 皮 全 多 在 一 条 线段 上 ”这 个 条 件 的 原因 。 忆 而 宫 
之 ， 这 所 很 容易 验证 但 仍旧 应 该 引 起 注意 。 有 时 这 可 能 会 成 为 一 个 
疑难 问题 ! ) 


在 答 试 过 一 些 例子 之 后 ， 答 案 似 乎 是 “个 能 ”。 经 过 在 干 次 操作 ， 所 有 线 
段 和 虱 逐 渐 地 苇 问 外侧 ， 而 且 彼 此 也 不 再 相交 。 但 这 只 是 文字 上 的 傈 单 表 
述 ， 我 们 应 该 如 何 用 数学 语言 来 手 述 这 个 过 程 呢 ? 


要 说 明 的 是 ， 在 每 次 操作 之 后 ， 这 个 系统 的 “线段 的 靠 外 性 ?必定 会 以 茶 
种 方式 增加 。 但 这 个 过 程 不 会 无 限 地 进行 下 去 ， 因 为 该 系统 只 存在 有 限 
种 可 能 的 构 型 。 最 终 , “线段 的 靠 外 性 ?达到 最 大 值 ， 这 种 操作 也 束 俘 目 
了 了。 也 束 古 说 ， 当 事情 无 法 继续 进行 下 去 时 ， 它 就 会 集 止 。) 


于 是 ， 接 下 来 束 要 做 下 和 面 这 些 工 作 。 


(a) 找到 系统 中 菏 个 能 用 数值 来 表述 的 特征 。 该 特征 可 以 是 区 点 的 个 
数 、 线 段 的 条 数 ， 也 可 以 是 精心 挑选 的 后 的 分 数 之 和 “【〔 束 像 飞镖 游戏 中 
那样 ) 。 它 必须 反映 出 “线段 的 菲 外 性 ”， 也 台 是 说 ， 当 所 有 线段 都 分 散 
到 边 绿 时， 这 个 数值 应 当 变 得 更 大 。 


(b) 在 每 次 操作 之 后 ， 这 个 特征 都 必须 增 大 《或 者 保持 不 变 ， 但 这 种 特 
征 融 蚤 了 很 多 ) 。 


[例如 ， 玖 芒 “ 豆 革 游戏 "的 人 可 能 会 注意 到 ， 每 前 进一步 〈 连 接 两 个 氮 
并 放置 第 三 个 点 ) ， 有 效 的 出 口 数 (一 个 出 口 束 是 指 从 某 个 点 出 及 且 尚 
未 使 用 过 的 一 条 边 : 每 个 扣 最 初 剖 有 三 个 出 口 ) 束 会 减少 一 个 (一 条 线 
要 用 掉 两 个 出 口 ， 而 一 个 新 的 挟 义 会 产生 一 个 新 的 出 口 ) 。 这 表明 整 
个 游戏 不 会 无 限 地 进行 下 去 ， 因 为 出 口中 会 用 完 的 。] 


现在 要 找到 一 个 能 同时 满足 (a) 和 (b) 的 特征 。 这 里 个 存在 唯一 解 ， 因 
为 很 多 特征 都 能 同时 满足 (a) 和 (b)。 但 只 需要 一 个 就 够 了 。 最 好 的 方法 
束 古 狂 测 一 个 简单 的 特征 ， 并 期 望 它 能 派 上 用 场 。 


先 来 看 一 下 最 简 早 的 情形 。“ 扩 的 个 数 ” 如 何 ? 因为 反 的 个 数 始终 不 会 友 
生 改 变 ， 所 以 它 没 有 什么 用 。 答 于 同样 的 原因 ，“ 线 段 的 条 数 ” 也 用 不 

上 上 。“ 交 反 的 个 数 ” 看 起 来 可 能 会 用 得 看 ; 但 在 每 钦 操作 之 后 ， 交 扣 的 个 
I 


ST 


当 两 条 相交 的 线段 变 成 两 条 不 相交 的 线段 时 ， 什 么 会 减少 呢 ? 可 以 看 
到 ， 这 些 线段 以 东 种 方式 变 得 更 加 分 散 了 。 从 这 一 点 来 看 ， 或 许可 以 稳 
试 把 “线段 之 间 的 距离 之 和 ”看 作 特 征 ， 但 它 处 理 起 来 并 不 容易 。 然 而 按 
照 类 似 的 思路 ， 最 终 会 想到 “线段 的 长 度 之 和 ”这 个 概 翁 ， 在 每 次 操作 之 
后 ， 不 仪 线段 变 得 更 加 分 敬 ， 线 段 长 上 度 也 会 变 得 更 短 (三 角 不 等 式 一 一 
三 角形 的 任意 两 条 边 长 之 和 总 是 大 于 第 三 边 一 一 非常 完 关 地 诠释 了 这 一 
扩 ) 。 这 意味 看 在 每 次 操作 之 后 ， 所 有 线段 的 长 度 之 和 一 定 会 减少 。 
因此 这 种 操作 无 法 循环 ， 也 不 可 能 永远 进行 下 去 因为 这 些 点 是 固定 
cg 
| 了 解决 。 


因为 每 次 操作 都 会 改变 两 条 线段 ， 所 以 任何 被 考察 的 特征 都 应 当 用 单个 
线段 来 表述 ， 而 不 应 该 用 交点 或 者 其 他 属性 来 表述 。 这 些 早 个 的 线段 实 
际 上 只 有 三 种 属性 长度、 位置 和 方 同 。 位 置 和 方 同 这 类 属性 并 不 会 
真正 地 减少 或 增加 。 例 如 ， 忌 方 同 不定 它 是 什么 不 可 能 在 每 次 操作 
之 后 部 始终 沿 看 顺 时 针 方 同 轻 动 ; 如 果真 的 有 规律 ， 为 什么 古 顺 时 针 而 
不 是 逆 时 针 方 癌 呢 ? 因此 ， 把 位 置 和 方向 看 作 特 征 并 不 会 市 给 我 们 好 的 
结 来 。 顺 时 针 和 逆 时 针 之 间 并 不 存在 真正 的 牵 异 ， 但 长 与 短 之 间 却 有 
re 

路 。 


问题 5.4 (泰勒 ，1989， 第 34 页 ， 问 题 2) 有 个 男孩 站 在 一 个 
正方 形 的 游泳 池 中 央 ， 他 的 老师 (不 会 游泳 〉 站 在 游泳 池 的 一 个 角 
上 。 老 师 奔 跑 的 速度 是 男孩 游泳 速 度 的 3 倍 ， 但 男孩 比 老师 跑 得 
人 
动 。 ) 





先 来 加 一 张 示意 图 ， 并 在 其 中 标记 一 些 后 。 


XO 


D C 


那么 男孩 束 位 于 图 中 的 0O 扣 位 兽 ， 而 老师 的 出 友 点 就 古 4 个 角 的 其 中 之 
一 一 一 个 妨 把 它 设 为 4 扣 。 还 可 以 把 游泳 池 的 边 长 选 为 里 位 长 度 。 


为 了 解决 这 个 问题 ， 自 完 应 访问 一 问 目 己 管 案 应 设 是 什么 (只 有 妆 你 知 
让 目 己 想 要 找 的 是 什么 的 时 候 ， 才 可 能 找到 问题 的 真正 答案 ) 。 根 据 题 
目 所 设 定 的 情形 ， 管 条 并 不 十 分 确定 : 如 末 懈 护 能 够 逃脱 ， 那 么 他 必定 
有 一 个 成 功 的 策略 ;人 耕 则 ， 束 是 老师 有 一 个 成 功 的 策略 ， 那 么 此 时 无 论 
为 孩 想 什么 办 法 都 始终 无 法 摆 脐 老师 的 皖 截 。 从 数学 角度 来 看 ， 后 面 这 
种 可 能 性 有 点 可 刻 : 必须 找到 一 种 策略 ， 能 够 阻止 胃 把 所 有 可 能 的 行 

动 一 一 但 是 男孩 有 太 多 太 多 的 选择 《他 可 以 在 二 维 空间 中 目 由 移动 ， 但 
老师 却 只 能 被 限制 在 一 维 空间 中 。) 不 过 ， 第 一 种 可 能 性 是 比较 容易 处 








理 的 ， 不 需要 进行 大 量 试 错 : 我 们 要 做 的 只 是 猜 负 出 一 种 巧妙 的 案 略 ， 
并 证 明 它 是 可 行 的 束 足 够 了。 当然 ， 证 明 菏 种 策略 可 行 要 比 证 明 所 有 
束 略 虱 行 不 通 容 易 很 多 。 于 是 ， 假 设 男 孩 可 以 逃脱 。 这 看 起 来 应 该 是 两 
种 选择 中 较 容易 处 理 的 那个 :， 始终 优先 处 理 较 简易 的 情况 ， 这 样 或 主 能 
帮助 你 减少 一 些 艰难 的 后 续 工作 。《〈 这 并 非 懒惰 ， 而 是 实用 。 只 要 能 够 
很 好 地 完成 任务 ， 容 易 的 方法 当然 要 比 难 的 方法 好 。 ) 


为 孩 奔 跑 的 速度 比 老师 快 ， 这 童 味 看 只 要 男孩 能 够 上 翌 并 且 没 被 老师 拦 
规 住 ， 那 他 就 一 定 可 以 逃脱 。 因 此 ， 男 孩 的 首要 目标 就 是 离开 游泳 池 。 
既然 已 经 和 弄 请 茎 了 这 一 反 ， 那 么 目前 男孩 的 奔跑 速度 现 不 再 那么 重要 


在 开始 设计 策略 之 症 ， 先 用 第 识 排除 一 些 行 不 通 的 宽 略 ， 并 把 右 干 有 逆 
成 功 的 脓 上 略 选 出 来 。 首先 ， 盘 孩 应 该 会 以 最 快 鸭 速度 移动 。 尽 管 他 有 可 
能 通过 减速 获得 一 些 徽 弱 的 优势 ， 但 老师 也 能 很 容易 地 通过 减 慢 速度 来 
与 他 保持 一 致 。 关 似 的 论述 可 以 说 明 ， 俘 下 来 是 没 用 的 ， 因 为 老师 也 

可 以 集 下 来 等 每 男孩 髓 次 移动 (站 在 男孩 的 角度 上 来 说 ， 这 样 伪 持 下 去 
个 可 能 局 得 胜利 ) 。 其 次 ， 还 可 以 假定 老师 是 不 容易 对 付 的 ， 他 将 始终 
坚守 在 游泳 池 边 为 什么 要 离开 泳池 边 昵 ?这 只 会 让 老师 的 行动 慢 下 

来 )。 峙 人 砍 ， 由 于 男孩 想 要 尽快 到 达 洲 泳池 边 绿 (或 者 说 ， 全 少 要 比 

老师 更 快 到 达 那 里 ) ， 那 么 男孩 沿 看 直线 这 条 最 短 的 〈 从 而 也 是 最 快 

的 ) 线路 移动 或 许 束 是 我 们 答案 一 部 分 ， 尽 管 在 途中 突然 转 要 可 能 会 为 
发 孩 市 来 一 些 好 处 。 最 后 ， 这 个 守 略 不 应 该 完全 在 事先 确定 下 来 ， 而 应 
在 一 定 程度 上 与 老师 的 行动 有 关 。 羊 葛 ， 倘 各 老师 知 站 秀 孩 将 师 蜂 前 
行 到 注 池 一 角 ， 比 如 吾 操 ， 而 田 护 仍然 加 二 地 按照 事先 确定 的 计划 行 

事 ， 那 么 老师 只 需要 直接 跑 到 B 后 等 每 男孩 上 悍 束 行 了 了 。 


总 而 言 之 ， 男 孩 的 最 佳 策略 中 应 该 包含 “以 最 快 的 速度 沿 着 直线 猛 冲 ”这 
一 点 。 此 外 ， 该 策略 还 应 当 依据 老师 的 行动 进行 灵活 的 改变 。 


根据 这 个 一 般 性 的 指导 准则 ， 可 以 去 尝试 一 些 策略 。 显 然 ， 男 孩 应 该 朝 
着 远离 老师 的 方向 移动 ， 直 奔 角 4 就 不 是 明智 之 举 。 直 觉 告诉 我 们 ， 男 
孩 应 该 沿 直线 游 向 C 点 ， 因 为 C 点 与 4 点 的 距离 最 远 。 此 时 ， 男 孩 需 
要 游 V2/2 s 0.707 个 单位 长 度 ， 而 老师 则 必须 沿 着 线路 4 -BC 或 
4 仿 万 - C 到 达 男孩 上 岸 的 位 置 ， 他 所 跑 的 距离 是 游泳 池 的 两 个 边 

长 。 不 过 因为 老师 奔跑 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 3 倍 ， 所 以 当 男 孩 只 洲 
了 2/3 守 0.667 个 单位 长 度 时 ， 老 师 已 经 到 达 了 C 点 。 因 此 ， 这 种 方法 


是 不 可 行 的 :老师 比 男孩 先 到 。 


采取 机 动 方案 要 比 一 味 地 奔跑 好 。 上 毕竟， 当 人 们 离开 游泳 池 时 ， 首 先 想 
到 是 设法 从 泳池 边 上 必 ， 而 不 是 池 角 。 辟 如， 可 以 试 着 让 男孩 从 点 妃 和 
上 护 C 的 中 点 上 尾 。 在 这 种 情况 下 ， 男 孩 只 需要 游 1/2 = 0.5 个 单位 长 
上 腻 ， 而 老师 也 不 必 跑 那么 长 的 距离 ， 只 和 需 沿 看 线路 4 一 B 一 导 跑 1.5 
个 单位 长 度 束 可 以 了 。 因 为 老师 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 3 倍 ， 所 以 当 
务 孩 上 恒 时 老师 恰好 把 他 抓 住 。 


当 筋 孩 选 择 从 泳池 边 上 怪 时 ， 老 师 大 一 点 束 让 为 孩 跑 挥 了 。 如 末 老 师 的 
速度 于 和 人 微 慢 一 点 ， 男 孩 束 能 够 逃 胶 。 这 表明 了 了: 


。 老师 的 速度 恰好 是 能 够 迫 截 男孩 所 需 的 最 小 速度 ; 
。 老师 的 速度 恰好 十 能 够 让 男孩 逃 脱 的 最 大 速度 。 


这 让 问题 变 得 有 些 复杂 ， 因 为 老师 的 速度 似乎 处 于 临界 状态 。 如 琳 老 师 
的 速度 再 稍微 悍 一 点 ， 那 么 男孩 径直 游 同 泳池 边 就 一 定 可 以 逃 脐 。 倘 乔 
老师 的 速度 变 快 很 多 ， 那 么 他 可 能 只 需要 跟随 男孩 奔跑 束 行 了 。 比 如 ， 
当 男 孩 疝 顺 时 针 方 回 移 动 时 ， 老 师 也 沿 着 顺 时 守 方 同 跑 ， 等 每 。 第 识 无 
法 给 出 定论 ， 我 们 还 要 做 些 计 算 。 


如 末 务 孩 选 择 洲 癌 六 池 边 ， 那 么 老师 必须 不 俘 地 奔跑 才能 刚好 跟 上 他 。 

换 句 话说 ， 只 要 男孩 暗示 了 目 己 将 要 移动 的 方 同 ， 那 么 他 就 可 以 迫使 老 

师 进行 移动 。 由 于 男孩 在 一 定 程度 上 拥有 主导 权 ， 那 么 这 种 可 以 控制 双 

站 
号 3 


假定 男孩 沿 直线 朝 着 BC 中 点 MM 全速 前 进 。 在 这 种 情况 下 ， 老 师 只 能 
先 跑 问 点 BB 然后 再 直 奔 点 ， 除 此 之 外 别 无 选择 。 如 果 老 师 转 变 方 问 
或 者 采取 其 他 行动 ， 那 么 男孩 只 要 持续 表 进 束 能 在 老师 之 前 到 达 注 池 
边 。 然 而 ， 男 孩 没 必要 一 直 游 到 岸 边 音 示 一 下 就 足以 让 老师 接着 
跑 下 去 。 最 后 的 结果 是 ， 男 孩 能 够 迫使 整个 局 面 变 成 下 面 这 样 的 状态 。 





A B 
C_ x M 
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当 男 孩 全 速 游 到 泳池 中 的 某 点 下 处 时 ， 老 师 一 定 在 Y 点 处 《Y 点 满足 
7 | 二 3 引 OXAI) 。 一 方面 ， 男孩 到 达 点 之 前 ， 老 师 的 速度 不 足以 快 到 
超过 站 皮 ; 为 一 方面 ， 如 来 老师 没有 人 到达 YY 后 ， 那 么 男孩 继续 洲 癌 MM 
扩 束 可 以 控 脱 老师 。 因 此 ， 此 时 老师 必须 在 点 处 。 


现在 我 们 所 拥有 的 信息 是 : 男孩 在 苹 点 处 ， 而 老师 被 迫 到 过节 后 处 。 
那么 男孩 是 人 否 有 必要 继续 洲 回 Mf 扣 呢 ?男孩 将 要 游 回 和 扩 的 这 个 暗示 
足以 让 老师 到 达 他 现在 的 位 置 《Y 点 ) 。 但 上 蜡 示 和 现实 是 不 一 样 的 。 既 
然 老 师 已 经 被 限制 在 了 AB 边 上 ， 那 么 男孩 为 什么 个 选择 随 看 对 边 CD 
独 冲 过 去 呢 ? 他 只 要 游 半 个 边 长 的 距离 束 可 以 上 尾 了 ， 而 且 这 与 第 一 侈 
考 上 处 让 男孩 冲 回 泳池 边 的 情况 是 不 同 的 ， 此 时 老师 正 处 于 不 利 的 位 置 。 
实际 上 ， 如 果 外 扣 和 OO 扣 之 间 的 距离 小 于 边 长 的 四 分 之 一 ， 那 么 束 能 
很 容易 地 证 明 : 老师 距离 男孩 太 远 ， 无 法 抓 住 男 该 。 这 样 ， 男 孩 丈 能 


很 轻易 地 逃 胎 了 了。 


习题 5.2(*) 假设 老师 奔跑 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 6 倍 。 证 明 : 
男孩 无 法 逃脱 。 (提示 : 画 一 个 以 O 为 中 心 ， 边 长 等 于 1/6 个 单位 
长 度 的 虚拟 正方 形 。 一 旦 男孩 离开 这 个 正方 形 ， 老 师 就 会 获得 优 


势 。) 


习题 5.3t**) 假设 游泳 池 是 圆 形 的 ， 而 不 是 正方 形 的 ， 那 么 男孩 显 
然 能 够 逃脱 他 只 要 袁 看 与 老师 所 在 位 置 相 反 的 方 回 游 去 整 可 以 
了 ) 。 但 如 果 老 师 奔 跑 的 速度 更 快 ， 和 情况 义 会 如 何 呢 ?更 准确 地 
说 ， 老 师 抓 住 男孩 所 需 的 最 小 速度 是 多 少 ? 为 了 找到 一 个 下 界 〈 即 
为 男孩 设计 一 个 逃脱 集 略 》 并 计算 出 一 个 上 雪 (需要 为 老师 设计 一 
套 完 美的 移动 案 略 ) ， 我 们 需要 巨大 的 创造 力 《〈 或 者 变 分 学 的 知 
识 ) 。《 对 于 正方 形 洲 六 凶 ， 也 可 以 捉 出 同样 的 问题 ; 但 己 圆 形 访 
凶 相 比 ， 这 需要 使 用 更 多 的 扩 巧 。) 


第 6 章 其 他 例题 


有 了 时候， 数学 会 被 看 成 一 个 庞大 的 体系 ， 吏 像 一 株 树 那样 。 它 分 成 石 干 
个 大 的 分 文 ， 而 这 些 大 分 文 驻 各 目 划 分 成 许多 专门 的 领域 。 你 只 有 到 达 
树 的 末端 才能 看 到 化 未 和 来 实 。 


然而 ， 对 数学 进行 如 此 整洁 详细 的 划分 并 不 是 一 件 容易 的 事 。 其 原因 在 
于 ， 这 些 分 支 之 间 总 会 存在 一 些 模糊 的 领域 ， 而 且 还 有 一 些 特殊 领域 存 
在 于 经 典 领域 之 外 。 


接 下 来 的 这 些 问 题 既 不 完全 属于 博弈 论 和 组 合 学 ， 也 不 完全 在 线性 规划 
范畴 之 内 。 它 们 只 不 过 古 一 些 很 有 趣 问题 。 


问题 6.1 (泰勒 ，1989， 第 25 页 ， 问 题 5) ”假设 某 个 岛 上 生活 
着 13 只 灰色 的 变色 龙 ，15 只 标 色 的 变色 龙 以 及 17 只 深 红 色 的 变 
色 龙 。 当 两 种 不 同 珊 色 的 变色 龙 相 过 时 ， 它 们 都 会 变 成 第 三 种 烦 色 
(例如 ， 一 只 标 色 变色 龙 和 一 只 深 红 色 的 变色 龙 相 遇 后 ， 它 们 都 会 


变 成 灰色 ) ， 而 且 这 是 它们 唯一 的 变色 机 会 。 请 问 : 品 上 所 有 的 变 
色 龙 最 终 是 人 否 有 可 能 都 变 成 同一 种 闫 色 ? 


题目 中 的 “最终 ”一 词 使 得 这 个 问题 多 少 有 些 开 放 式 问题 的 味 志 。 这 意味 
看， 我 们 再 要 确定 在 变色 龙 所 有 可 能 的 颜色 组 合 中 是 侣 存在 这 样 一 种 可 
能 性 ， 全 体 变 色 龙 具有 同一 种 颜色 。 


从 局 友 式 思维 的 角度 来 看 ， 前 完 应 设 答 试 一 下 “ 管 案 是 任 定 的 ”这 种 可 能 
性 。 如 果 管 采 是 肯定 的 ， 那 么 束 应 当 存 在 一 系列 具体 的 步 又 来 实现 这 个 
目标 。 这 上 听 起 来 更 像 是 个 计算 方面 的 问题 ， 而 不 是 数学 方面 的 。 此 外 ， 
这 个 问题 出 目 数学 竞赛 ， 所 以 我 们 有 理由 相信 对 这 个 问题 的 肯定 回答 是 
不 正确 的 。 因 此 ， 我 们 试看 去 证 明 人 否定 的 管 案 。 


为 了 证 明 这 一 点 ， 先 弄 清 楚 哪 些 状态 是 可 以 实现 的 以 及 哪些 状态 是 无 法 
实现 的 ， 或 许 是 个 不 错 的 主意 。 一 旦 找到 了 其 中 的 规律 ， 也 就 有 了 明确 
的 证 明 目 标 。 正 如 在 前 面 儿 章 中 所 看 到 的 那样 ， 想 要 解决 一 个 数学 问 
蜂 ， 你 通 币 需 要 先 猜 测 一 个 中 间 结 果 。 这 个 中 间 结 果 可 以 推导 出 结 
论 ， 但 它 在 逻辑 上 并 不 与 结论 等 价 。 虽 然 从 逻辑 角度 来 看 你 可 能 需要 证 
明 一 个 更 难 的 问题 ， 但 实际 上 它 会 提出 一 个 与 已 知 条 件 更 加 接近 的 目 
标 ， 也 会 有 一 个 更 明确 的 努力 方向 。 另 外 一 点 好 处 就 是 ， 把 结论 进行 推 
广 有 助 于 删除 一 些 无 关 紧要 的 信息 。 


下 面 给 出 一 个 简单 的 例子 。 假 设 在 国际 象棋 棋盘 的 一 个 角 上 放 看 一 个 象 
(和 象 沿 对 角 线 移动 )， 我 们 要 证 明 这 个 象 绝 不 可 能 移动 到 与 它 相 邻 的 角 
( 即 任意 一 个 不 与 它 相 对 的 角 ) 上 。 不 直接 证 明 这 个 结论 ， 而 是 去 证 
明 更 一 般 的 “该 象 只 能 移动 到 具有 相同 颜色 的 方 格 内 ”这 一 结论 《棋盘 是 
由 黑 日 交错 的 方 格 组 成 的 ) 。 从 逻辑 角度 来 看 ， 要 证 的 内 容 变 得 更 多 
了 ， 但 现在 很 容易 就 能 看 出 下 一 步 应 该 上 起 么 做 〈( 象 每 移动 一 次 部 会 停留 
OO DE CE SII SINE 
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不 管 怎 样 ， 我 们 先 引 入 一 些 恰当 的 符号 《〈 即 一 些 数字 和 方程 ) 。 在 任何 
给 定 的 时 刻 ， 唯 一 的 重要 信息 只 能 是 灰色 变色 龙 的 数量 、 标 色 变 色 龙 的 
数量 以 及 深 红 色 变 色 龙 的 数量 (题目 的 设 定 不 允许 变色 龙 有 任何 其 他 额 
外 的 凑 色 ) 。 可 以 用 一 个 三 维 同 量 把 上 述 信 息 有 效 地 表示 出 来 。 于 是 ， 
变色 龙 的 初始 状态 就 是 (13,15,17); 而 题目 要 问 的 则 是 ， 能 否 通 过 改变 
颜色 让 变色 龙 达 到 (45, 0, 0)、(0, 45, 0) 或 者 (0, 0, 45) 的 状态 。 这 种 改变 
硕 色 的 操作 束 是 把 其 中 两 个 坐标 分 量 都 减 去 1， 同 时 把 第 三 个 坐标 分 量 


加 上 2。 因 此， 我 们 将 得 到 一 个 问 量 表达 式 ， 而 它 实 际 上 束 古 一 个 解决 
问题 的 突破 口 。 


(下 面 给 出 证 明 的 一 个 简要 轮廓 。 设 a = (-1 一 1,2), b=(-1,2, 一 ]) 和 
= (2, 一 1, -1)。 此 时 ， 两 只 变色 龙 相 遇 就 可 以 表示 成 把 向 量 a、6 和 < 中 
的 一 个 加 a 到 当前 的 “状态 同 量 * 上 。 于 是 ， 系 统 所 能 达到 的 任何 一 个 状态 
都 必定 可 以 表示 成 (3,15,170j 十 i 十 68 十 Rc 用 同 量 形 式 ， 其 中 i m 和 nn 
者 是 王 效 。 因 此 ， 要 证 明 的 惑 是 像 (45,0,0) 这 样 的 问 量 无 法 表示 成 上 述 
形式 。 这 在 克 茉 默 法 则 和 初等 于 番 多 运算 中 是 一 件 很 简单 的 事情 。 ) 


来 笠 试 一 种 更 好 的 方法 。 束 像 前 面 的 概述 那样 ， 找 出 变色 龙 所 有 可 能 的 
颜色 组 合 。 首 先 ， 变 色 龙 的 总 量 是 傈 持 不 变 的 ， 但 这 在 本 题 中 没有 多 大 
用 处 《尽管 在 一 些 类 似 的 问题 中 ， 有 时 考察 总 体 数 量 会 是 个 不 错 的 想 

法 ) 。 其 次 ， 两 只 其 色 不 同 的 变色 元 将 “融合 ?成 第 三 种 颜色 。 我 们 要 重 
扩 考 察 这 种 融合 现象 。 这 类 似 于 把 两 个 水 平面 高 度 个 同 的 容 右 发 部 连通 
时 它们 的 水 位 就 会 “融合 ”到 中 间 位 置 ， 但 两 者 所 容纳 的 电 水 量 是 你 持 不 
变 的 。 那 么 能 不 能 说 “ 磊 色 忆 量 ”保持 不 变 呢 ? 


显然 要 定义 “ 磊 色 电量 ”这 个 概 仿 ， 使 它 能 够 很 好 地 适用 于 数学 领域 。 例 
如 ， 一 只 灰色 的 变色 龙 和 一 只 深 红色 的 变色 龙 将 “融合 ”成 两 只 标 色 的 变 
色 龙 。 如 果 把 灰色 的 色 值 设 定 为 0， 棕 色 的 色 值 设 定 为 1， 深 红色 的 色 
值 设 定 为 2， 那 么 此 时 的 “ 磊 色 忌 量 ”* 就 是 恒定 的 (一 个 0 和 一 个 2 合并 
成 两 个 1) 。 但 是 ， 当 我 们 试图 融合 一 只 深 红 色 的 变色 龙 和 一 只 标 色 的 
变色 龙 时 ， 上 面 这 种 说 法 束 不 成 立 了 。 这 样 看 起 来 ， 好 像 找 不 到 一 个 
分 值 体系 能 够 同时 适用 于 融合 的 所 有 三 种 (其 至 两 种 ) 可 能 情况 。 


造成 这 种 困境 的 原因 在 于 “融合 ”操作 具有 循环 性 ， 但 也 不 要 因此 而 彻 扩 
放 莽 ! 取得 部 分 成 功 ( 或 部 分 失败 〉 可 能 是 近 同 真正 成 功 的 其 中 一 步 
(那么 同样 地 ， 对 于 那些 微不足道 的 成 功 ， 也 不 要 太 过 兴 耕 ) 。 考 察 二 
原色 : 红色 、 监 色 和 绿色 。 当 一 束 红 光 和 一 束 绿 光 重 合 时 ， 束 得 到 了 
一 束 具 有 双 僧 完 度 的 紧 色 光 ， 即 一 束 非 站 色 的 沦 。 这 三 种 原始 颜色 也 是 
相互 循环 的 。 根 据 这 种 色光 原理 ， 我 们 能 合 通 过 类 比 得 到 一 些 局 示 呢 ? 


这 两 个 问题 唯一 的 本 质 区 别 就 是 ， 在 三 原色 问题 中 ， 红 色 和 绿色 合成 的 
征 非 监 色 ， 而 不 是 监 色 。 但 是 ， 等 一 下 ! 可 以 利用 和 模 运 算 的 方法 让 篮 色 
等 价 于 非 蓝 色 。 根 据 这 一 点 ， 尝 试 考察 tmod 2) 的 同 量 : 同 量 以 (1,1,1) 
为 开端 ， 要 阻止 它 变 成 (1 0, 0)、(0, 1 0) 或 (0, 0, 1)。 遗 憾 的 是 ， 这 种 
做 法 行 不 通 。 但 现在 我 们 已 经 突破 了 洽 贷 ， 可 以 去 笠 试 一 下 其 他 模 数 。 


我 们 很 快 想到 了 模 数 3 〈 毕 竟 ， 这 里 循环 的 颜色 有 三 种 ) 。 现 在 可 以 采 
用 下 述 方法 中 的 任何 一 个 来 求解 问题 。 


( 回 量 方法 ) 初始 向 量 (13,15,17) 现在 就 变 成 了 (1,0,2) lmod 中 

而 研究 结果 显示 磊 色 的 改变 只 能 使 同 量变 成 (1 0, 2)、(0, 1 2) 和 (1 
2, 0)， 绝 不 可 能 产生 三 个 目标 回 量 (45, 0, 0)、(0, 45, 0) 和 (0, 0, 45) 
中 的 任何 一 个 ， 因 为 它们 都 等 于 (0,0.,0) [mod 3)。 

(颜色 总 量 的 方法 ) 之 前 讨论 过 的 计算 “ 闫 色 总 量 ” 的 方法 为 每 种 颜 
色 的 色 值 指 定 了 一 个 数 。 既然 已 经 想到 了 模 数 ， 那 么 为 什么 不 利 
用 模 运 算 来 设 定 色 值 昵 ? 例如 ， 把 灰色 的 色 值 设 定 为 0 lmod 5， 
标 色 的 色 值 设 定 为 1 (mod 3), 深 红 色 的 色 值 设 定 为 2 [mod 3。 这 


种 方法 是 可 行 的 ， 因 为 总 色 值 一 定 能 够 傈 持 不 变 《〈 融 合 的 三 种 可 能 





情况 都 不 会 改变 总 色 值 
13x0+15x1l1+17x2=1nod 引 ， 但 我 们 的 三 个 目标 (45 个 灰 
色 ，45 个 棕色 或 者 45 个 深 红色 ) 的 色 值 都 等 于 0 (mod 3)， 


习题 6.1 6 位 音乐 家 一 同 参 加 未 个 音乐 布 。 在 每 场 音乐 会 上 ， 一 
些 音乐 家 壮 委 ， 人 而 其 他 音乐 家 都 作为 观众 在 合 下 倾听 。 为 了 使 每 一 
位 普 乐 家 都 能 作为 观众 欣 贤 到 其 他 所 有 首 乐 家 的 表演 ， 请 问 全 少 需 
要 安排 多 少 场 音乐 会 ?” (提示: 显然 ， 在 一 场 音乐 会 上 ， 并 不 是 每 
一 位 首 乐 家 部 能 欣 疯 到 其 他 所 有 首 乐 家 的 演奏 ， 所 以 为 了 你 证 实现 
所 有 “ 欣 疯 的 可 能 性 ”"， 首 乐 会 一 定 个 止 一 场 。 沿 看 这 种 思路 并 引入 
一 种 恰当 的 “记分 * 方 法， 你 将 会 得 到 首 乐 会 场 数 的 一 个 合理 下 过 。 
接 下 来 册 找 到 一 个 满足 下 界 的 例子 ， 问 题 束 解决 了 。) 


习题 6.2 3 只 昨 旺 位 于 同一 直线 上 。 每 一 秒 ， 都 会 有 一 只 〈 且 只 
有 一 只 ) 星 蜂 跳 过 另 一 只 昨 蜂 。 证 明 : 在 1985 秒 之 后 ，3 只 昨 星 的 
排列 次 序 不 可 能 与 初始 状态 一 样 。 


习题 6.3 ”假设 有 4 枚 棋子 摊 成 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 。 现 在 假设 
你 走 横 的 次 数 不 受 限制 ， 而 且 你 每 次 走 棋 部会 跳 过 一 个 事先 选 定 的 
棋子 ， 从 而 到 达 一 个 新 的 位 置 。 同 时 ， 这 个 说 跳 过 棋子 与 走 棋 棋子 
莉 位 置 的 距离 要 等 于 它 与 走 棋 棋子 原来 位 置 的 距离 (当然 ， 方 同 是 
相反 的 ) 。 此 外 ， 对 于 两 枚 棋子 距离 多 远 才 能 这 样 跳 没 有 任何 限 


你 可 以 自己 试 一 试 ) 。 总 色 什 最 初等 于 


制 。 那 么 通过 移动 这 些 棋子 ， 能 侣 将 其 重新 排 成 一 个 边 长 为 2 的 正 
人 
解法。) 


问题 6.24*j 爱丽 丝 、 贝 带 和 卡 罗 尔 三 人 参加 同一 系列 考试 。 在 每 
一 门 考试 中 ， 都 有 一 人 的 分 数 为 z， 另 一 人 的 分 数 为 册 而 第 三 个 
人 的 分 数 为 > 其 中 X,Yy,z 是 不 同 的 正 整 数 。 在 完成 所 有 考试 之 
后 ， 爱 丽 丝 的 总 分 是 20， 贝 带 的 总 分 是 10， 而 卡 罗 尔 的 总 分 是 
9。 如 果 贝 蒂 的 代数 成 绩 排名 第 一 ， 那 么 谁 的 几何 成 绩 排 名 第 二 ? 


这 个 题目 给 出 的 信息 非 钊 少 ， 我 们 所 知道 的 似乎 只 有 了 最 后 的 总 分 。 那 么 
该 如 何 由 总 分 得 到 各 个 单 科 的 成 绩 呢 ? 由 于 十 和 目 中 还 所 做 了 其 但 可 以 利 
用 的 信息 ， 应 该 能 够 找到 答案 。 首 和 抑 ， 在 每 次 考试 中 《我 们 并 不 知道 一 
共有 几 门 考试 ) ， 都 有 一 个 文 孩 的 分 数 为 z， 万 一 个 女孩 的 分 数 为 风 
第 三 个 女孩 的 分 数 为 xz。 这 是 一 条 个 寻 第 的 信息 ， 访 如 何 利用 它 呢 ? 


首先 ， 可 以 试 着 把 它 与 第 三 条 信息 〈 即 贝蒂 的 代数 成 绩 排名 第 一 ) 配合 
在 一 起 使 用 。 这 意味 着 贝蒂 的 代数 成 绩 是 z、y、z 三 者 中 最 高 的 那个 。 
为 了 方便 讨论 ， 不 妨 设 z 是 三 者 中 最 大 的 ， 是 三 者 中 最 小 的 ， 也 就 是 
说 ，z >y > > (不 要 忘 了 已 知 zx、 欠 = 是 三 个 不 同 的 数 ) 。 我 们 没有 丢 
失 任何 信息 ， 而 是 进一步 简化 了 问题 : 认为 贝蒂 的 代数 成 绩 是 z 分 。 


但 对 于 其 他 科目 的 考试 ， 我 们 仍然 不 太 了 解 她 们 得 分 的 各 种 可 能 性 。 例 
如 ， 在 几何 考试 中 ， 可 能 是 爱丽 丝 得 :分 ， 贝 带 得 zx 分， 卡 罗 尔 得 y 

分 ; 但 也 可 能 是 爱丽 丝 得 zx 分， 贝蒂 得 yy 分 ， 卡 罗 尔 得 分。 在 所 有 这 
些 可 能 的 结果 中 ， 有 没有 哪个 量 是 保持 不 变 的 呢 ? 哦 一 一 在 每 次 考试 

中 ， 三 个 人 的 分 数 之 和 是 保持 不 变 的 。 不 管 zz、 六 > 在 三 人 之 间 是 如 何 
分 配 的 ， 每 次 考试 的 分 数 之 和 始终 等 于 工 +TyY + z。 关 于 分 数 之 和 ， 还 知 
道 哪些 信息 呢 ? 我 们 还 知道 三 个 人 所 有 考试 的 分 数 之 和 是 20+10+9= 
39， 于 是 有 


NIz 十 1 二 2 一 39. 


其 中 N 是 考试 的 门 数 。 现 在 得 到 了 一 个 与 考试 门 数 有 关 的 公式 ， 而 之 
前 我 们 对 考试 门 数 几乎 一 无 所 知 。 这 将 有 助 于 进一步 展开 论述 。 


但 是 ， 只 有 单独 一 个 方程 好 像 是 不 够 的 。 一 定 要 记 住 W、zr、 和 外 > 都 
正 整 数 ， 而 不 仅仅 是 实数 。 另 外 ， 我 们 还 有 第 四 条 信息 ， 即 rr、 六 >: 
OND TOP SR RRO SOE Ho fe RE 
情 疯 。 


因为 知道 N、z、、 z 部 是 正 整 数 ， 所 以 上 面 的 方程 束 上 共有 下 列 形式 : 
( 正 整数 ) x ( 正 整 数 ) = 39。 


因此 ，w 和 XY+y+z 一 定 都 是 39 的 因数 。39 的 因数 只 有 1、3、13 和 
39 这 四 个 数 ， 于 是 得 到 如 下 四 种 可 能 的 情况 : 


(aN=1H ri+y+2= 39, 
(DN=3 昌 ZT+Yy+z= 13, 
(CO)N=13 有 Hri+y+2=3,; 
(IN=39 有 HrI+y+z=1, 


这 四 种 可 能 的 情况 并 不 都 是 正确 的 。 例 如 ，(a) 这 种 可 能 情况 表明 了 只 进 
行 了 一 场 考 试 ， 但 这 与 题 意 是 相互 矛盾 的 ， 因 为 题目 中 已 经 暗含 至 少 
进行 了 两 场 考试 (代数 和 几何 ) 。 对 于 (co) 和 (d 这 两 种 可 能 情况 ， 除 
了 考试 门 数 不 合 理 之 外 ， 由 r、 六 z 是 三 个 不 同 的 正 整数 可 知 三 者 之 和 
至 少 等 于 6， 这 样 就 说 明了 它们 是 不 成 立 的 。 于 是 ， 唯 一 没有 排除 的 可 
能 情况 就 是 (b): 一 共 进 行 了 三 门 考 试 ， 并 且 了 +y+2= 13。 


现在 ， 可 能 情况 少 了 很 多 。 但 偿 有 两 件 非常 重要 的 事 不 六 清算 : 我 们 不 
知道 zx、 锥 = 的 精确 值 以 及 三 个 人 在 每 场 考试 中 的 具体 得 分 。 利 用 zx、y 
、z 是 三 个 不 同 的 正 整 数 以 及 三 者 之 和 等 于 13 这 个 事实 ， 第 一 个 问题 可 
以 得 到 部 分 解决 。 第 二 个 问题 则 可 以 根据 贝 帝 的 代数 成 绩 古 了 分 这 一 
事实 得 到 部 分 回答 。 那 么 该 如 何 改进 这 些 不 完整 的 结果 呢 ? 


每 个 人 的 总 分 这 条 信息 还 没有 得 到 充分 利用 。 通 过 观察 她 们 的 总 分 ， 我 
们 发 现 爱丽 丝 的 成 绩 比 贝蒂 和 卡 罗 尔 的 成 绩 好 很 多 ， 这 暗示 着 她 可 能 在 
每 一 门 考试 中 都 取得 了 较 高 的 分 数 〔 也 就 是 zx 和 y) 。 但 因为 贝蒂 在 一 
门 考试 中 取得 了 最 高 分 ， 所 以 爱丽 丝 不 可 能 每 门 考试 都 得 > 分 ， 她 可 能 
取得 的 最 好 成 绩 是 两 个 > 分 和 一 个 y 分 。 类 似 地 ， 在 任何 一 门 考试 中 ， 


多 和 尔 郡 不 太 可 能 取得 最 局 分 z; 更 可 能 出 现 的 情况 是 她 大 部 分 成 绩 都 
能 售 把 这 些 推测 转化 成 严 齐 的 数学 结 末 呢 ? 


前 只 能 回答 “或 许 吧 ”。 下 面 以 爱丽 丝 的 分 数 为 例 进 行 说 明 。 她 有 可 能 
取得 的 最 高 分 是 好 士 y。 也 许 能 够 证 明 爱 丽 丝 的 总 分 恰好 束 是 27 十 y。 
毕竟 ， 爱 丽 丝 的 成 绩 比 另外 两 个 女孩 好 很 多 ， 因 为 20 要 远大 于 10 和 
9。 那 么 爱丽 丝 的 总 分 还 有 哪些 其 他 可 能 的 情况 呢 ? 她 的 总 分 还 可 能 是 
IT 十 T 十 2，I 十 了 十 z，T 十 2z， 训 ， 刀 十 z，3 二 2 以 及 3z。 最 后 列 
出 的 几 个 分 数 看 起 来 太 低 了 ， 不 太 可 能 达到 20 分， 所 以 它们 很 有 可 能 
被 排除 挤 。 为 了 给 出 上 述 结论 的 严谨 证 明 ， 需 要 r、 锥 > 各 目的 一 个 恰 
MA 
J 情 疯 。 


天 于 zx、#、z， 我 们 所 知道 的 全 部 信息 只 有 rz、V、z 部 是 整数 ， 

了 一 y > 2 以 及 TrTYT* 二 13, 但 这 些 信 息 足 以 对 T、 UU、 2 分 别 确定 一 个 
好 的 界限 。 例 如 ， 对 > 进行 处 理 。; 的 取 值 不 可 能 太 大 ， 否 则 zx 和 也 
会 变 得 很 大 ， 可 能 叶 致 了 + y+ 大 于 13。 上 具体 来 说 ，Y 全 少 等 于 :十 1 


》 而 工人 至 少 等 二 7 
13 二 工 十 十 2 之 lz 十 2) 十 lz 十 1) 二 z= 二 3z 十 3. 


这 样 束 得 到 了 z 三 3。 在 没有 给 出 进一步 信息 的 前 提 下 ，: 三 3 束 是 s 的 
最 好 上 界 。 此 时 ， 我 们 能 够 得 到 一 个 可 行 的 组 合 z =6, Y= 和 4，xz 一 3。 


现在 来 处 理 包 按照 与 上 面 闫 似 的 思路 ， 用 了 十 上 来 约束 rr。 对 于 >， 只 
能 得 到 它 的 一 个 下 者 1。 但 这 些 信息 已 经 够 用 了 ， 有 


13 一 工 十 W 十 过 > (TILATU+T1L=27 十 2 


于 是 Y 三 ?。 这 同样 是 一 种 最 好 的 可 能 情况 ， 因 为 此 时 存在 一 个 可 行 的 
组 合 Ti 9， > 一]。 了 最 后 ， 我 们 对 4 寻找 一 个 界限 。 因为 ~ 至 少 
为 1 且 Y 至 少 为 2， 所 以 二 三 工 二 十 3 之 工 二 十 1， 于 是 zz 和 10。 这 也 
是 一 种 最 好 的 可 能 情况 ， 因 为 此 时 有 z=10, y=2,， z=1。 


于 是 我 们 现在 知道 了 :三 3, y 三 3 和 ZX < 10， 但 我 们 还 可 以 做 得 更 好 。 
不 要 瑟 记 ， 贝 带 得 到 了 一 个 z 分 和 两 个 其 他 分 数 。 因 为 贝蒂 的 总 分 只 有 
10 分 ， 所 以 z 不 可 能 等 于 10。 倘 在 z= 10， 那 么 贝 带 的 另外 两 门 考试 
驶 都 得 了 零 分 。 已 知 所 有 分 数 都 一 定 是 正人 整数 ， 因 此 z = 10 这 种 情况 不 
可 能 发 生 。 实 际 上 ，z 也 不 可 能 等 于 9。 人 否则， 贝蒂 其 他 两 门 考试 的 分 
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数 之 和 就 是 1。 这 意味 着 贝蒂 有 一 门 考试 得 了 零 分 ， 而 这 又 是 一 个 允 
盾 。 因 此 ， 实 际 上 守 三 8。 现 在 可 以 进行 更 严格 的 筛选 : 不 难看 出 ， 爱 
抽 丝 的 总 分 事实 上 只 有 好 TY 这 唯一 一 种 可 能 性 ， 其 他 所 有 可 能 的 情况 
都 无 法 达到 20。 例 如 ，2z +z 最 多 等 于 2x8+3= 19。 


因此 ， 爱 丽 丝 得 到 了 两 个 z 分 和 一 个 了 分 。 因 为 贝蒂 在 代数 考试 中 得 了 
Tt 分 ， 所 以 爱丽 丝 的 代数 成 绩 一 定 是 分 。 可 以 把 这 条 信息 和 其 他 的 已 
知 信息 整理 成 下 和 面 这 张 表 格 。 





现在 我 们 可 以 看 到 ， 卡 多 和 尔 的 代数 成 绩 一 定 和 是: 分， 原因 在 于 = 定 剩 下 
的 唯一 分 数 。 


我 们 距离 日 标 越 来 越 近 J。 在 由 带 和 卡 罗 尔 之 则 ， 有 一 个 人 的 几何 成 绩 
排名 第 二 ， 得 到 了 7 分。 但 是 疝 不 确定 这 个 人 到 底 是 谁 。 通 过 观察 表格 
中 爱丽 丝 那 一 栏 ， 我 们 得 到 了 另 一 条 信息 电 ， 即 站 十 工 十 工 三 如。 又 因为 
工 一 y 且 +. 二 3， 于 是 能 够 得 到 两 个 解 : I 二 名， 二 4 或 TT 二 1, YY 二 6, 根 
据 工 十 y 十 :一 13 可 知 r 二 7,， Y= 二 6 是 不 成 立 的 ， 因为 这 会 造成 : = 0。 
因此 ， 我 们 只 有 唯一 的 解 一 8，1 一 4， 据 此 又 可 以 进一步 得 到 > = 1。 
了 是 完全 确定 了 、J、= 的 值 ， 从 而 取得 了 重大 突破 。 现 在 来 更 新 上 轩 








从 表格 中 能 够 轻松 看 出 ， 贝 带 在 几何 基 试 和 其 他 考试 中 都 得 了 := 
分 ， 而 卡 多 和 尔 在 这 两 门 竹 试 中 都 得 了 YY= 主 分。 因此， 问题 的 伦 守 
卡 多 和 尔 的 几何 成 绩 排 名 第 二 。 


问题 6.3 (泰勒 ，1989， 第 16 页， 问题 3) ”两 个 人 玩 一 个 游 
戏 ， 他 们 的 道具 是 由 60 个 小 块 组 成 的 一 块 6 x 10 的 矩形 巧克力 。 
第 一 个 人 沿 着 划分 小 块 的 浅 槽 奢 下 一 部 分 巧克力 ， 并 把 禾 下 的 部 分 
丢掉 (或 吃 掉 ) 。 接 下 来 ， 第 二 个 人 按照 同样 的 方法 从 剩 下 的 巧 克 
力 中 天 下 一 部 分 ， 然 后 丢掉 。 游 戏 束 这 样 持 续 进 行 下 去 ， 直 到 剩 下 
最 后 一 小 块 巧 元 力 为 止 。 能 把 最 后 一 小 块 巧 元 力 留 给 对 方 的 那个 人 
天 是 洲 戏 的 电 家 〈 即 最 后 一 个 玫 巧 殉 力 的 人 ) 。 请 问 哪 个 人 有 完美 
的 获胜 策略 ? 


顺便 说 一 下 ， 在 任何 一 个 步 数 有 限 的 游戏 中 ， 一 定 有 个 玩家 具有 某 种 取 
得 胜利 (或 者 平局 ) 的 策略 。 这 可 以 通过 对 游戏 的 最 大 步 数 运用 归纳 法 
来 轻 检 证明。 即便 是 国际 象 横 也 会 党 到 这 样 的 限制 ， 尽 管 目前 还 没有 人 
发 现 这 种 公认 极其 复 林 的 策略 。 因 为 问题 中 的 这 个 游戏 不 会 出 现 平局 的 
I 
是 谁 呢 ? 


首 匈 ， 把 这 个 有 关 巧 区 力 的 问题 简化 成 一 个 数学 问题 。 移 对 玫 巧 死 力 的 
过 程 进行 形式 化 。 奢 过 巧 殉 力 的 人 应 该 部 知道 ， 斑 巧 殉 力 的 唯一 方法 古 
把 它 变 成 两 个 窍 形 ， 而 且 边 缘 不 是 锯齿 状 或 者 在 和 糙 的 。 从 本 质 上 来 说 ， 
我 们 是 把 一 个 6x 10 的 形 缩 成 一 个 更 小 的 矩形 ， 并 且 这 个 小 窃 形 的 长 
或 者 宽 与 原来 的 窍 形 是 一 样 的 《参见 示意 图 ， 图 中 的 虚线 是 被 狂 开 的 地 
方 )。 这 也 束 是 说 ， 当 这 块 巧 殉 力 锐 斑 开 之 后 ， 剩 下 的 那 部 分 是 一 个 

与 原来 的 巧 苑 力 宽度 相等 但 长 度 较 短 ， 或 者 长 度 相等 但 宽度 较 征 的 定 


Fi 


。 例 如 ， 下 图 中 bx 10 的 巧克力 将 锌 璇 成 一 Ox7 的 算 形 (其 余 
;3 的 攻克 力 块 半 被 天 挤 或 吃 拉 了 ) 。 


现在 为 这 个 矩形 引入 一 些 记 号 ， 最 好 是 数字 符号 。 ee 
这 个 矩形 的 巧 元 力 昵 ?显然 ， 我们 可 以 用 长 和 和 宽 来 挡 述 它 。 于 是 ， 我 们 
可 以 说 原 玉 的 巧 死 力 是 一 个 6 x 10 的 逢 形 块 ， 或 独 用 同 旺 时 符号 把 它 记 成 
0 0)。 及 于 旋 所 在 的 位 置 无 大汉 概 ， 尼 的 太吉 才 征 了 荫 重 妥 的 。 我 们 的 
日 标 是 把 届 ,; 1 这样 一 小 块 巧 克 力 留 给 对 方 。 那 么 需要 遵循 什么 样 的 规 
则 呢 ?” 可 以 沿 着 横 问 或 者 纵 癌 了 艇 下 一 块 巧 元 力 ， 当然 六 下 的 长 度 或 宽度 
es 例如 ， 我 们 可 以 从 16,10) 这 个 位 置 移动 到 下 面 的 任 
lm A 
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总 之 可 以 水 平 同志 或 垂直 癌 下 移动 。 下 面 的 示意 图 对 这 种 移动 作出 了 抽 
> 





阮 然 现在 有 本 关于 这 个 巧克力 问题 的 一 个 非常 好 的 数 尝 模型， 那么 束 可 
以 从 数 季 角 拔 来 重新 客 述 这 处 问题 “但 这 样 就 没 那么 生动 了 》 。 





两 个 人 轮流 移动 格 了 于 上 的 一 点 。 每 次 都 可 以 把 这 个 点 同 左 或 者 同 下 
移动 整数 个 格 ， 但 该 点 不 能 接触 或 越过 两 条 坐标 轴 中 的 任何 一 条 。 
扩 的 彻 始 位 置 古 (6,10)。 能 把 点 移动 到 位 置 (1,1) 的 人 融 是 局 家 。 请 
问 哪 个 人 拥有 完 类 的 获胜 集 略 ? 


也 可 以 像 下 和 面 这 样 表述 。 


两 个 人 轮流 从 两 排 筹码 中 取 筹 码 。 每 个 人 都 必须 从 上 排 或 下 排 中 取 
等 但 ， 但 不 能 同时 从 两 排 中 取 。 最 初 ， 上 排 有 5 个 宕 人 码 ， 下 排 有 9 
个 筹 公 (这 代表 了 扣 (6,10)) 。 能 够 拿 到 最 后 一 个 宕 公 的 人 就 古 洲 
戏 的 顾家 。 请 问 哪个 人 拥有 人 完 类 的 获胜 东 上 略 ? 


这 种 表述 所 作出 的 一 点 修改 是 ， 从 上 排 和 下 排 中 都 减 去 了 1。 对 于 那些 
训 臣 尼 妊 游 戏 的 人 而 言 ， 这 应 当 是 很 强 的 暗示; 他们 很 容易 束 可 以 解决 


这 个 问题 。 即 便 没 有 尼 姆 游戏 和 博 奔 论 方 面 的 知识 ， 我 们 也 可 以 解答 这 
人 B 厅 
站 匮 目 。 


现在 有 了 符 写 以 及 一 个 抽象 的 数学 模型 。 下 和 面 要 做 的 就 是 充分 地 理解 这 
个 问题 。 问 题 在 于 6 x 10 的 巧克力 有 很 多 种 可 能 的 壬 法 ， 而 我 们 的 实验 
应 当 从 一 块 较 小 的 巧克力 入 手 。 先 考虑 一 块 2 x 3 的 巧克力 。 


第 一 个 人 屠 完 后 ， 余 下 的 巧克力 可 能 是 下 列 情况 中 的 任何 一 个 : 1 x 3， 
2 x2 或 者 2x1。 把 1x3 或 者 2x1 块 留 给 对 方 是 一 种 澡 志 的 做 法 ， 
为 此 时 第 二 个 人 只 需要 和 奔 挥 除了 最 后 一 个 1x1 块 之 外 的 所 有 部 分 束 能 
获得 胜利 。 因此 ， 第 一 个 人 应 当 留 给 对 方 一 个 2 x 2 的 巧克力 块 。 这 

样 ， 第 二 个 人 就 只 能 留 下 一 个 1x2 或 者 2x 1 的 巧克力 块 。 于 是 ， 第 一 
个 人 只 需要 再 璇 挥 和 猎 余 巧 元 力 的 一 半 就 能 留 给 对 方 一 个 1 x 1 的 巧克力 
ee OS We OI WARN 


我 们 并 没有 从 上 面 这 个 例子 中 得 到 很 多 信息 ， 所 以 再 尝试 男 一 个 3x3 
的 例子 。 此 时 ， 第 一 个 人 有 如 下 可 能 的 选择 : 1 x 3，2 x 3，3 x 2 或 者 
3 x 1。 根 据 对 称 性 ， 我 们 可 以 很 快 地 排除 最 后 两 种 选择 。 1 x 3 这 个 选 
择 是 很 思春 的 ， 因 为 第 二 个 人 只 需要 玫 掉 除 最 后 一 小 块 之 外 的 所 有 部 分 
束 能 获胜 。 但 是 ， 留 给 对 方 2 x 3 块 同 样 不 是 个 好 办 法 。 因为 已 经 在 上 
一 段 中 讨论 过 这 种 情况 ! 此 时 ， 第 二 个 人 可 以 采取 上 一 段 中 第 一 个 人 所 
采取 的 策略 : 留 下 一 个 2 x2 的 巧 殉 力 块 ， 这 将 迫使 第 一 个 人 不 得 不 留 
下 一 个 1x2 的 块 ， 此 时 第 二 个 人 璇 完 后 束 能 留 给 对 方 一 个 1 x 1 的 巧 克 
OE A RR EN 
胜 。 


利用 对 2 x 3 巧克力 块 问题 的 求解 ， 我 们 解决 了 3 x3 巧 元 力 块 的 问题 。 
这 暗示 着 对 于 一 般 情形 的 问题 ， 可 以 粹 用 归纳 法 来 求解 。 例 如 ， 假 设 希 
望 求解 有 关 3x44 巧 殉 力 块 的 问题 ， 并 有 日 己 经 知道 在 3x1，3x2, 1x4 
以 及 2 x 4 的 巧克力 块 问题 中 ， 能 够 获得 胜利 的 都 是 第 一 个 人 ; 但 在 

3 x 3 的 巧克力 块 问题 中 ， 第 一 个 人 却 是 输家 。 那 么 在 3 x 4 有 的 巧克力 块 
问题 中 ， 第 一 个 人 的 策略 整 是 把 3 x 3 的 巧克力 块 留 给 对 方 ， 因 为 此 时 
第 二 个 人 一 定 会 输 。 因 此 ， 第 一 个 人 的 策略 束 是 ， 把 一 个 对 方 不 得 不 
璇 、 但 一 璇 就 输 的 块 留 给 对 方 。 为 什么 这 些 块 可 以 确保 对 方 输 呢 ?因为 
无 论 对 方 怎么 了 往 ， 这 些 块 都 能 确保 第 一 个 人 获得 胜利 。 这 些 块 之 所 以 
能 够 确保 他 获得 胜利 ， 是 因为 可 以 把 它 璇 成 一 个 令 对 方 必 输 的 块 ， 依 此 
类 推 。 因 此 ， 策 略 就 是 找到 所 有 能 够 确保 必 胜 的 块 以 及 确保 必 输 的 块 。 


1 x 1 是 一 个 明显 的 必 输 块 。 因为 它 无 法 斑 分 ， 所 以 游戏 结束 。 1 xn 人 下 
中 于 > 1) 是 必 胜 的 块 ， 因 为 第 一 个 人 可 以 把 它 玫 成 一 个 令 对 方 必得 的 
1x1 顽 。2x2 也 是 个 必 输 的 块 ， 因 为 狂 它 的 人 必定 会 留 给 对 方 一 个 必 
胜 的 1x2?2 块 。 现 在 可 以 说 2xn (其 中 站 >2) 是 一 个 必 胜 的 块 ， 因 为 
CI 2 x 2 块 。 依 此 类 推 。 我 们 注意 到 以 下 两 


® 如 时 nxb 是 一 个 必 输 的 块 ， 那么 XC (其 中 c>b) 束 是 一 个 必 胜 
的 块 。 原 因 在 于 ， 禾 a xc 块 的 人 会 留 给 对 方 一 个 a xb 块 。 例 如 ， 
因为 已 经 证 明了 3x3 是 一 个 必 输 的 块 ， 所 以 3x4, 3x5 和 3x6 
等 都 是 必 胜 的 块 。 

仪 当 对 a xb 块 的 所 有 可 能 璇 法 都 能 留 下 对 方 必 胜 的 块 时 ，a xz 才 
是 必 输 块 。 例 如 ， 束 像 前 文中 己 经 证 明 的 那样 ，1 x 4，2 x4 和 和 

3 x 4， 以 及 对 称 的 4x3，4x23 和 4x1 都 是 必用 的 块 ， 于 是 4x4 
一 定 是 个 必 输 的 块 。 


我 们 可 以 按照 这 种 系统 的 方法 继续 进行 下 去 ， 下 到 6 x 10 块 。 但 为 什么 
不 让 这 个 过 程 更 数学 化 一 些 呢 ? 对 于 那些 必 胜 员 以 及 必 输 块 ， 应 该 会 存 
在 茶 种 规律 。 那 么 目前 所 知道 的 必 胜 块 以 及 必 输 块 都 有 哪些 呢 ? 已 经 得 
到 的 必 胜 芯 有 


lx2 lx3 lx lx9 .…: 
.xl .xX JX .X90 {……: 
站 和 0 --， 
4Xxw1 4X2 XK+ 4 兴 9 -……. 


而 己 知 的 必 输 块 有 1x1，2x2，3x3 以 及 4x4。 


这 很 好 地 证 明了 必 输 的 块 只 有 nxn 块 ( 即 方块 ) ， 而 其 他 所 有 的 块 都 
能 确 你 获得 胜利 。 一 旦 有 了 这 种 策略 ， 我 们 其 至 没 必 要 去 证 明 ( 尺 官 你 
可 以 利用 归纳 法 去 证 明 ) ， 而 只 需要 去 利用 它 束 可 以 了 。 记 住 ， 我 们 想 
要 留 给 对 方 一 个 必 输 的 块 。 一 旦 能 狂 到 哪 块 是 必 输 的 ， 束 可 以 使 用 祭 
略 始终 把 必 输 其 留 给 对 方 。 如 琳 这 种 脓 略 能 一 下 和 过 效 ， 那 当 然 很 好 。 

倘 看 不 是 这 样 ， 那 吏 识 明 我 们 的 狂 调 是 钳 的 。 上 总而言之， 如 条 猜测 是 正 
硝 的 ， 那 么 最 优 的 矢 略 融 是 把 方块 留 给 对 方 。 因 此 ， 对 于 6x10 的 方 

块 ， 第 一 个 人 有 如 下 守 略 。 


竹下 一 部 分 巧 元 力 ， 剩 下 一 块 6x6 的 巧克力 (对 第 二 个 人 来 说 ， 


这 是 个 必 输 块 ) 。 无 论 第 二 个 人 怎么 狂 ， 接 下 来 仍 把 余下 的 巧 死 力 
竹 成 一 个 方块 。 例 如 ， 如 末 第 二 个 人 留 下 一 其 6x4 的 巧 死 力 ， 那 
么 网 把 它 玫 成 一 个 4x4 的 方块 。 不 断 重 复 这 个 过 程 ， 始 终 留 给 对 
Un 
台 输 了 ) 。 


这 种 全 略 的 硝 有 效 ， 因 为 不 管 对 方 怎 么 天马 元 力 ， 他 都 会 剩 下 一 岂非 正 
方形 的 巧 珊 力 ， 而 这 块 巧 死 力 可 以 很 容易 地 被 册 次 玫 成 一 个 方 匡 。 瑟 

外 ， 因 为 巧 殉 力 的 尺寸 不 断 变 小 ， 所 以 正方 形 的 巧克力 最 终 会 密 玉 成 一 
个 1x1 的 方块 。 于 是 ， 利 用 一 些 不 十 分 严 齐 的 数学 知识 ， 我 们 最 终 得 
到 了 一 个 可 行 的 策略 ， 而 这 正 是 我 们 想 要 的 。 


忆 之 ， 这 是 技巧 类 游戏 取得 胜利 的 一 种 标准 方法 : 确定 所 有 顾 的 状态 和 
输 的 状态 ， 然 后 始终 同 看 磋 的 状态 前 进 。 专 业 的 技巧 类 游戏 参与 者 部 会 
使 用 这 种 方法 ， 尺 管 他 们 无 法 准确 地 判断 瓦 或 输 的 状态 ， 而 是 只 能 推 
测 出“ 有利 ”或 “不 利 * 的 状态 。 例 如 ， 在 国际 象棋 中 ， 我 们 之 所 以 说 茶 一 
步 是 “好 棋 * 或 者 “ 吴 棋 ?， 不 就 是 因为 这 一 步 能 使 局 面 癌 看 有 利 或 者 不 利 
的 方 同 转变 吗 ? 几乎 没有 哪个 棋 手 能 徘 随意 走 棋 ， 而 不 菲 答 试 加 看 有 利 
的 方 同 转化 来 取得 胜利 。 


习题 6.4 ”两 个 人 用 筹码 做 游戏 。 刚 开始 共有 153 个 等 但。 两 人 轮 
沉 取 走 筹 合 ， 并 且 每 人 每 次 所 取 走 的 宕 但 个 数 介 于 1”~ 9。 能 够 取 
走 最 后 一 个 筹 但 的 人 是 屎 家 。 两 人 中 是 人 否 存在 必 胜 的 全 略 ? 如果 存 
在 这 种 束 上 略 ， 那 么 它 古 什么 ? 


习题 6.5 ”两 个 人 用 nn 个 宕 公 做 游戏 。 两 人 轮流 取 走 宕 公 ， 并 且 每 
人 每 次 所 取 走 的 筹码 个 数 必须 是 4 的 方 守 。 能 够 取 走 最 后 一 个 筹码 
的 人 是 瓦 家 。 对 于 d 的 下 列 取 值 ， 确 定 当 n 取 什么 值 时 ， 第 一 个 人 
有 获胜 的 策略 ;以 及 当 n 取 什 么 值 时 ， 第 二 个 人 有 获胜 的 琳 上 略 。 
(a) 4d = 2。 

(b)d =3。 


(OL*) 区 


Cd) 一 般 情况 ， 


说 ， 迫 使 对 方 取 到 最 后 一 个 筹码 。《〈 如 果 思 路 正确 ， 那 么 你 就 能 很 
容易 找到 谷 条 。) 


习题 6.7 考虑 问题 6.3 的 一 个 三 维 形式 。 从 一 块 3 x 6 x 10 的 巧 克 
力 开 始 ， 每 个 人 都 可 以 沿 着 三 维 中 的 任意 一 个 方 同 去 狂 这 块 巧 克 
力 。 哪 个 玩家 获胜 ? 获胜 策略 是 什么 ? 


习题 6.8(**) 在 五 子 棋 游 戏 中 ， 两 个 玩家 【〈 白 方 和 黑 方 ) 轮流 把 棋 
子 放 在 一 张 19 x 19 的 棋 鼻 上 。 如 琳 有 一 方 能 够 使 目 己 的 5 种 棋子 排 
成 一 行 〈《 在 任何 方 同 上 ) ， 那 么 这 一 方 获 胜 。 如 末 棋 盘 已 经 梓 棋 子 
项 满 ， 但 仍然 没有 出 现 5 末 磊 色相 同 的 棋子 排 成 一 行 ， 那 么 游戏 束 
是 平局 。 证 明 : 第 一 个 玩家 有 一 种 你 证 人 至少 是 平局 的 集 略 。 所 
示 : 你 需要 利用 反 证 法 证 明 。 先 证 明 如 果 第 一 个 玩家 不 能 保证 至 少 
是 平局 ， 那 么 第 二 个 玩 家 束 有 一 种 获胜 的 策略 。 然 后 让 第 一 个 坏 
家 “ 偷 用 ”这 种 策略 。) 


问题 6.4 。 (Shklarsky 等 ，1962,， 第 9 页 ) ”两 兄弟 卖 一 群 壮 。 
只 手 的 售 价 《卢布 ) 等 于 最 初 手 群 中 手 的 只 数 。 兄 第 两 人 按照 下 列 
方式 分 配 收 入 : 哥哥 先 拿 走 10 户 布 ， 弟 第 再 拿 走 10 户 布 ， 接 下 来 
哥哥 再 拿 走 10 卢布 ， 依 此 类 推 。 到 最 后 轮 到 弟弟 拿 钱 时 ， 他 发 现 
剩余 的 钱 已 经 不 足 10 户 布 ， 于 是 拿 走 了 剩 下 的 所 有 人 钱 。 为 了 使 分 
配 更 加 公平 ， 哥 哥 把 上 自己 的 小 刃 给 了 和 第， 而 这 把 小 刀 的 价格 是 整 
数 户 布 。 请 问 ， 小 刀 的 价格 是 多 少 ? 


在 看 到 这 个 问题 之 后 ， 我 们 的 第 一 反应 可 能 是 这 个 问题 似乎 没有 给 出 足 
够 的 信息 。 其 次 ， 这 个 问题 好 像 也 不 十 分 严 说 。 但 在 没有 进行 任何 等 试 
之 前 就 失去 解决 问题 的 希望 也 是 不 对 的 。 看 一 看 问题 6.2， 它 开始 给 出 


的 信息 更 少 ， 但 最 后 仍然 得 到 了 解决 。 


应 该 先 试 痢 用 方程 来 表述 这 个 问题 。 为 此 ， 需 要 引入 一 些 变量 。 首 先 ， 
注意 到 小 刀 的 价格 最 终 依 赖 于 羊 群 中 羊 的 只 数 ， 而 年 的 只 效 和 是 这 里 唯一 
的 独立 变量 也 束 是 说 ， 平 的 只 数 决 定 了 一 切 ) 。 我 们 不 妨 设 共有 s 只 
乎 ， 那 么 每 一 只 广 部 买 了 s 户 布 。 所 以 忌 收 入 是 辣 户 布 。 


现在 来 看 一 下 收入 是 如 何 分 配 的 。 假 设 总 共有 64 户 布 。 那 么 哥哥 先 拿 走 
了 10 卢布 ， 然 后 弟弟 也 拿 走 了 10 卢布 ， 依 此 类 推 。 但 我 们 发 现 ， 最 后 
4 户 布 被 哥哥 拿 走 了 ， 而 不 是 蜀 肌 ， 所 以 这 种 情况 是 不 可 能 发 生 的 。 不 
要 忘 了 ， 题 目 中 给 定 的 信息 是 “最 后 拿 走 现金 的 人 是 和 肌 第 ”这 一 事实 。 那 
么 该 如 何 用 数学 语言 来 表述 这 个 事实 呢 ? 


为 了 用 数学 语言 来 表述 这 个 事实 ， 我 们 需要 大 量 的 方程 和 变量 〈 需 要 足 
够 的 方程 来 描述 这 种 情形 ， 但 不 能 造成 混 消 或 者 引起 宛 余 ) 。 假 设 在 取 
走 最 后 的 零头 之 前 ， 弟 弟 已 经 拿 了 次 10 卢布 。 那 么 哥哥 也 已 经 拿 了 
n 次 10 卢布， 而 且 还 要 加 上 10 卢布 这 10 户 布 是 可 可 在 第 第 取 走 
最 后 的 零头 之 前 拿 走 的 。 这 样 ， 最 后 剩 下 的 零钱 加 只 有 a 户 布 [ae 是 
1~9 (包括 1 和 9 在 内 ) 的 菜 个 数 ， 而 题 划 似乎 暗示 a 是 非 零 的 ]。 上 所 
以 ， 卢 布 的 总 数 一 定 是 


5 = 10n+10+ 10n+a 





或 者 
站 二 二 甩 
s 一 1]10UI22 十 1 十 ac 


但 这 与 小 刀 有 什么 关系 呢 ? 我 们 想 求 的 因 变 量 是 小 刀 的 价格 了 P。 我 们 需 
要 一 个 能 把 P 和 其 他 变量 联系 起 来 的 方程 ， 而 这 个 方程 最 好 能 把 P 和 独 
六 变量 s 联系 在 一 起 。 在 哥哥 送 给 有 及 小 刃 之 朋 ， 哥 哥 一 共 拿 走 了 
10n 十 10 卢布， 而 弟弟 一 共 拿 走 了 10n 二 a 户 布 。 一 旦 小 丸和 被 送出 ， 哥 哥 
的 收入 束 变 成 了 ln 二 了 世 一 PB， 而 弟弟 的 收入 束 变 成 了 1 二 apP。 为 了 
保证 公平 ， 此 时 兄 英 两 人 的 收入 一 定 是 相等 的 。 这 样 束 得 到 了 一 个 联系 
P 和 a 的 有 用 方程 


Q 一 10 一 2Po 11) 


现在 把 上 去 市 入 前 面 的 方程 ， 这 样 束 能 够 得 到 一 个 关联 己 和 其 他 变量 的 
方程 。 于 是 有 “在 这 个 过 程 中 消去 a) 


ny a E : f 
s 一 20(m 十 二 一 2po (2) 


我 们 要 利用 这 些 方 程 求 了 的 值 。 因 为 我 们 不 知道 s、n 和 a 的 值 ， 所 以 
这 里 好 像 洛 有 给 出 足够 的 信息 。 那 么 如 何 进一步 缩小 范围 呢 ? 这 里 的 根 
本 问题 在 于 出 现 了 太 多 的 未 知 量 。 我 们 可 以 利用 模 运 算 消 挥 其 中 的 一 些 
未 知 量 。 例 如 ，(2) 式 可 以 利用 tmod 20) 消 挥 n， 从 而 得 到 


s 一 一 2p {mod 20jo 


距离 求 王 的 目标 越 来 越 近 了 。 但 我 们 还 要 去 处 理 让 人 头疼 的 s。 笠 运 的 
旦 ， 可 以 利用 这 样 一 个 事实 : 在 模 运 算 中 ， 平 方 数 的 取 值 征 有 限制 的 。 


事实 上 ， 对 于 lmod 20)， 平 方 数 只 能 取 0, 1 4, 5, 9, 16 中 的 某 个 值 。 换 名 
话说 ， 有 


—2p = 0,1,4.5,.9 或 16 imod 201c 


为 了 求 P( 记 住 六 一 定 是 个 偶数 ) ， 有 
p=0,2,8 (mod 10)o 


这 样 就 得 到 了 一 个 天 于 P 了 的 方程 ， 但 目前 我 们 还 无 法 给 出 它 的 精确 值 。 
上 面 这 个 式 子 表明 小 刃 的 价格 可 能 是 0 卢布 、2 卢布 、8 卢布 、10 户 

布 、12 户 布 等 。 但 小 刀 的 价格 不 可 能 太 喧 ,不 是 吗 ? 毕 葛 ， 轨 第 只 不 
过 少 得 了 10 卢布 或 者 更 少 。 按 照 这 样 的 思路 来 思考 ， 你 最 终 会 想到 了 了 
不 仪 仅 与 n 和 s 有关， 它 还 与 a 有关， 而 a 是 限制 在 1~9 的 菜 个 数 。 回 | 
顾 一 下 (1) 式 ， 它 意味 着 0< P< 5。 把 该 不 等 式 与 男 一 个 关于 了 的 等 式 
结合 起 来 ， 就 可 以 确定 小 刀 的 价格 是 2 户 布 。 注意， 即便 让 a 等 于 

0， 上 面 的 论述 也 是 正确 的 。) 

奇怪 的 是 ， 虽 然 有 下 够 的 信息 来 确定 小 刀 的 价格 ， 但 却 没 有 充足 的 信息 
来 确定 羊 的 价钱 和 只 数 。 实 际 上 ， 关 于 s 我 们 只 有 5= 土 4 (mod 20)。 因 | 
此 ， 羊 的 只 数 可 能 是 4,16,24,36,44,56,...... 


对 于 这 样 的 谈 题 ， 你 需要 使 用 所 有 人 能够 获得 的 信息 。 最 好 的 办 法 束 是 搜 
多 谜 题 中 给 出 的 全 部 信息 ， 并 把 它们 逐条 写 下 来 。 比 如 像 下 面 这 样 : 


(a) 需要 分 配 的 户 布 是 个 平方 数 ; 
(b) 腊 罗 少 得 了 一 部 分 应 有 的 收入 ; 


(0O) 少 得 的 那 部 分 收入 由 小 刀 来 弥补 。 

接 下 来 ， 应 当 尽 快 把 上 述 事 实 转化 成 方程 : 

(a) s- = 10{2n 十 二 十 中， 

(b)0 =a < 10; 

(Cc) © = 10 — 2p, 

我 们 应 该 试看 把 握 住 每 一 条 信息 ， 无 论 这 些 信 息 看 起 来 有 多 么 无 天 案 
要 。 例 如 ， 可 以 指出 1 应 该 是 一 个 非 负 数 ， 或 者 了 应 当 是 正 数 ，( 为 什 
么 题目 会 提 到 一 把 军 无 用 处 的 小 刀 呢 ? ) 又 或 者 手 群 中 手 的 只 数 是 正 整 


数 ， 等 等 。 一 旦 把 每 条 信息 都 写 入 方程 ， 那 么 正确 人 处理 问题 束 变 得 非常 
容易 了 了。 
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